Universidad Nacional de Misiones
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Modulo Apdstoles "9res° 291

Matematica 2021

P=2£+2W5;
A

laxml
6 Licenciatura en Sistemas de Informacion

Profesorado Universitario en Computacion
Analista en Sistemas de Computacion

MATEMATICA Contiene el Programa vy el desarrollo de los contenidos de

F.C.E.Q.y N.-U.Na.M. Matematica de las carreras. Lo puedes encontrar en el Aula

ingreso@fceqyn.unam.edu.ar  Virtual de la F.C.E.Q. y N. o bien en el Centro de Estudiantes
[www.fcegyn.unam.edu.ar] de la Facultad.




UNIVERSIDAD NACIONAL DE MISIONES
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Ingreso 2021

BIENVENIDOS

El presente material correspondiente al &rea MATEMATICA fue elaborado para
que los Aspirantes a Ingresar en la Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y
Naturales de la Universidad Nacional de Misiones, puedan acceder al Programa
de Contenidos minimos de Matematica, requeridos para ingresar a las carreras:
Licenciatura en Sistemas de Informacion, Analista en Sistemas de
Computacion y Profesorado Universitario en Computacion, de esta facultad y
cuenten con un material basico de estudio —con conceptos y actividades- que los
ayuden en su preparacion para el examen de admision a la F.C.E.Q. y N.

La MATEMATICA es una disciplina, cuya ensefianza y aprendizaje es
indispensable y esta presente en los programas de ingreso para cualquier carrera
que el estudiante se disponga a iniciar; sin embargo, es bien conocido que, en los
ultimos anos, los aspirantes a seguir estudios universitarios tropiezan con
dificultades severas en el proceso de construccion de los conocimientos
matematicos exigidos.

Contribuir a enfrentar los nuevos desafios y mejorar las condiciones con que
ingresan los estudiantes y asi aumentar sus posibilidades de éxito es uno de los
propositos de este curso, el cual forma parte de todo un sistema disefiado para
facilitar la transicion entre la escuela media y la universidad.

El equipo Docente del Departamento de Matematica que coordina las acciones
referidas al Area Matematica del Ingreso 2021 son:

e Coordinadora del Aula Virtual de Matematica. Sede Posadas.
v" Prof. Mgter. MARGARITA DEL CARMEN BENITEZ.
v' Prof. TLQI EDUARDO DANIEL FERNANDEZ.
v' Prof. ROXANA OPERUK.
e Coordinadora Curso de Matematica. Sede Apoéstoles:
v' Prof. NORMA MARTYNIUK
El equipo docente que estuvo a cargo de la elaboracion del presente material ha
lecil(?i'a I: ABRAVANEL; Julia M. ANSIN ANTILLE; Marys M. ARLETTAZ; Silvia
CARONIA; Adriana G. DUARTE, Nancy E. JAGOU; Julieta E. KORNEL; Luisa L.
RIVERO; Graciela E. SKLEPEK.

Actualizaciones: FERNANDEZ, Eduardo, FREAZA, Nora; LAGRANA, Claudia;
MORENO, Alejandro; RIVERO, Marta.
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Estimados Ingresantes

Estan Ustedes comenzando a recorrer una nueva etapa de sus vidas, la que
comprende la realizacion de estudios universitarios. Para hacerlo han elegido
como via la Universidad Nacional de Misiones, lo cual nos halaga y enorgullece.

Queremos decirles que quienes pertenecemos a esta casa de estudios, asumimos
el compromiso de ayudarlos a transitar el camino de su formacion, tratando de
que lo hagan de la mejor manera posible, para llegar a la ansiada meta de lograr
el titulo universitario que desean. No obstante, para ello deben prepararse
apropiadamente. Esto debe entenderse desde el mismo inicio.

Orgullosamente pertenecemos al conjunto de Universidades Publicas de la
Republica Argentina. Esto implica el deber de llevar a cabo una serie de
actividades que conforman nuestra razon de ser. La mas conocida e importante
de ellas es la ensenanza. Se trata no solamente de la introduccion de
conocimientos, habilidades, practicas o, en general, competencias exclusivamente
propias de cada profesion, también consiste en procurar la formacion y el
desarrollo de valores caracteristicos de las sociedades justas, tales como la
solidaridad, la libertad y la dignidad. Todo esto representa una serie de desafios
que debemos enfrentar mancomunadamente para poder lograrlos.

Entre Ustedes y nosotros debemos llevar adelante el proceso ensenanza y
aprendizaje. Insistimos, Ustedes y nosotros, con la participacion de so6lo una de
las partes no alcanza.

Desde el primer dia deben saber que los estudios superiores involucran trabajo
intelectual que requieren de mucho esfuerzo y dedicacion. El logro de los
objetivos sera posible si se comprometen con el estudio. jCreemos que esto es
posible!

Queremos decirles que, ademas del cuadernillo que consta de cuatro modulos,
ponemos a disposicion de Ustedes la posibilidad del “encuentro virtual” con
nosotros a través del aula virtual donde podran plantear sus inquietudes y/o
realizar consultas relacionadas con su preparacion matematica, los conceptos y
actividades del cuaderno de ingreso y nosotros intentaremos dar respuestas a las
mismas. Utilizaremos para esta interaccion el foro o e-mail.

iBienvenidos y comencemos la labor!

Equipo Docente de Matematica
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PROGRAMA:

Tema 1: Conjuntos Numéricos

Numeros: Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales. Operaciones y
propiedades. Notacion cientifica. Orden. Representacion en la recta numeérica.
Aplicacion de las propiedades de las resoluciones de ecuaciones e inecuaciones.
Numero complejos. Forma binomica.

Tema 2: Funciones Polinomicas

Forma general. Grado. Analisis de graficos de funciones polinémicas. Interseccion
con los ejes coordenados. Operaciones con polinomios. Divisibilidad de
polinomios: Teorema del Resto y Teorema del factor. Factoreo. Simplificacion de
expresiones racionales. Resolucion de ecuaciones racionales.

Tema 3: Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ecuaciones de primer grado con una y con dos variables. Solucion analitica y
grafica. Sistemas de dos ecuaciones con dos variables. Resolucion analitica por
igualacion, sustitucion o eliminacion. Interpretacion geométrica de las distintas
soluciones.

Tema 4: Nociones Logicas

Razonamientos. Nocion de validez. Logica proposicional simbdlica. El lenguaje de
la légica proposicional simbdlica: conjunciéon, disyuncion, negacion, condicional y

bicondicional.
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UNIDAD 1: CONJUNTOS NUMERICOS

1.1. IDEA INTUITIVA DE CONJUNTOS

En el lenguaje cotidiano, en un diario o una revista de actualidad, se usan normalmente las
palabras conjunto o coleccién, como por ejemplo:

1. “El conjunto de jugadores de la Seleccion Nacional se concentrara en un hotel céntrico a
partir de mafiana.”

2. “Una importante coleccion de estampillas serd subastada el proximo lunes.”

3. “El conjunto musical Los Diablos grabo su primer CD.”

4, “El conjunto de los enteros no tiene primer elemento”.

5. “Las estrellas no estan uniformemente distribuidas en el espacio, sino que se concentran

por miles de millones. Estos conjuntos de estrellas son llamados galaxias.

En matematicas, también, cuando se estudian objetos de diferentes tipos, por ejemplo, puntos,
nuimeros, vectores, en virtud de ciertas propiedades de estos objetos o elementos, forman
colecciones o conjuntos.

Cada grupo o conjunto antes mencionado, estd constituido por objetos: jugadores de futbol,
musicos, estampillas, nimeros, estrellas. Estos objetos caracterizan a cada uno de los conjuntos.

Los ejemplos anteriores nos dan sélo una idea intuitiva del concepto de conjunto. Se considera a
éste como un concepto primitivo. Cualquier intento de definicién nos llevaria a utilizar otras
nociones (reunion, coleccion, agrupacién) que quedaria sin definir.

Aceptaremos pues la existencia de objetos primitivos llamados conjuntos, y una relacidén binaria
entre un conjunto y los elementos que lo constituyen, llamada pertenencia.

A los conjuntos se los suele designar por letras mayusculas y a los objetos que los forman con
letras mintsculas.

El signo € simboliza la relacién de pertenencia. Si a es un elemento del conjunto A, la expresion
a € A la leeremos “el elemento a pertenecer al conjunto A”. En cambio “el elemento a no
pertenece al conjunto A” se simboliza como a ¢A.

Debemos tener presente que la nocion de elemento es solo relativa, no tiene sentido decir “a es un
elemento”, lo correcto es decir “a es un elemento del conjunto A”.

1.1.1. Representacion de conjuntos

Cada uno de nosotros podrd entonces formar un conjunto, reuniendo simplemente los objetos que
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desee.
1. Sea por ejemplo A, el conjunto formado por esta lapicera, este 1dpiz y esta calculadora.
Utilizaremos como notacién para el conjunto A:

A= {esta lapicera, este l4piz, esta calculadora}

Formaremos ahora el conjunto B constituido por dos de las tenistas mds importantes de nuestro
pais.
B= {Gabriela Sabatini, Mercedes Paz}

Hemos formado los conjuntos A y B enumerando sus elementos, es decir por extension.
2. (Existe otra manera de representar conjuntos? Si.
Podemos ademds representar un conjunto enunciando una propiedad que cumplan sus elementos y
s6lo ellos. Esta representacion se denomina por comprension.
Sea C el conjunto formado por todos los insectos que tienen ocho patas.
En este caso escribiremos:

C= {x/x es insecto y X tiene 8 patas}
Sea D el conjunto definido por:

D={x/xeR y x*-2=0}.

Este conjunto D puede ser expresado también por extension; en efecto, si resolvemos la ecuaciéon

x> —2 =0, vemos que los tnicos valores que la satisfacen son x =vV2y  x = —/2 que son dos
numeros reales, por lo tanto:

D={v2,—v2}

Ejercicio. Defina tres conjuntos indicando una o madas propiedades que deban verificar sus
elementos, es decir por comprension.
3. Para representar conjuntos en forma gréfica, utilizaremos curvas cerradas. Asi por ejemplo

al conjunto D lo representaremos por el siguiente diagrama, llamado diagrama de Venn

D

Convendremos en representar a los elementos del conjunto por puntos situados en la regién
interior a la curva, y a los elementos que no pertenecen al conjunto por puntos en la region
exterior a la misma.
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1.1.2. Relacion de inclusion

Definicion. Se dice que un conjunto A estd incluido en otro conjunto B si todo elemento de A
pertenece a B.

Como notaciéon se emplea A < B, que se lee “A esta incluido en B”, o también A es un
subconjunto de B. Esta relacion es sindnima de la que enuncia “B contiene a A” y que se escribe
B o A.

Ejemplo 1. La recta A estd incluida en el plano B.

La negacién de tal relacion se denota Az B y se lee “A no estd incluido en B”, lo que se verifica
cuando existe en A un elemento que no pertenece a B.

Ejemplo 2. Con motivo de las préximas olimpiadas deportivas organizadas por nuestra
Universidad, 15 alumnos de este curso pueden inscribirse en una de estas disciplinas y s6lo una de
ellas: Fuatbol, Basquet, Voéley, Ajedrez.

Designemos con A al conjunto de los 15 alumnos que participardn en las proximas olimpiadas
deportivas.

El conjunto F de los alumnos participantes que jugardn al fitbol es entonces un subconjunto del
conjunto A.

Este hecho lo representaremos utilizando el simbolo: F — A.

Del mismo modo el conjunto B de los alumnos que practicardn bidsquet es también una parte del
conjunto A. Por lo tanto lo denotaremos: B — A.

Igualdad de dos conjuntos. Si se verifica ala vez A c By B c A se dice que “A es igual a B” o
que “A coincide con B”, lo que se escribe A = B.

Esta igualdad significa que todo elemento de A pertenece a B, y que todo elemento de B
pertenece a A. La negacidn de esta relacion se enuncia asi:

“Existe, en uno de los conjuntos, un elemento que no pertenece al otro”, y se escribe A#B, que se
lee “A es distinto de B”, y también A es diferente de B”.

1.1.3. Operaciones entre conjuntos

Dados dos conjuntos A y B definiremos nuevos conjuntos, llamados interseccion, unién y
diferencias entre A y B y denotados respectivamente AnNB, AUB y A — B.
1. ANB es el conjunto de los objetos que son simultineamente elementos de A y de B. En
notacion conjuntista podemos escribir:

ANB = {x/xeA y xe B}
2. AUB es el conjunto de los objetos que son elementos de uno por lo menos de los conjunto
A 6 B. En notacién conjuntista, se escribe:

AUB = {x/xeA o xeB}
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3. A — B es el conjunto de los objetos que son elementos de A y no de B.
A-B={x/xeAyxg B}

Sugerencia para el alumno: hacer el diagrama de Venn que represente cada una de las
operaciones definidas entre conjuntos.

1.1.4. Conjunto de pares ordenados

A dos objetos cualesquiera a y b, es posible asociar un nuevo objeto, el par ordenado (a, b). El
primer objeto a, tomado de un conjunto cualquiera E, y el segundo, b, de otro F. Estos pares (a, b)
son elementos de un nuevo conjunto que se llama conjunto producto de E y F y que se escribe E x
F. Asi,

ExF = {(a, b)) ac Ey be F}
Ejemplo. Sean los conjuntos A= {1, 2} y B= {0, 3}, entonces el conjunto producto A x B = {(1,

0), (1, 3), (2, 0), (2, 3)}. En un sistema de ejes coordenados cartesianos x-y, la representacion del
conjunto producto es:
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1.2.1. EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES

Constantemente relacionamos conjuntos con distintos fines. Uno de ellos es el de contar sus
elementos. Para contar utilizamos los niimeros naturales.

Al principio, el hombre fue relacionando conjuntos para contar sus elementos. Al comparar
cantidades, se acercd a nuestra nocién actual de contar mediante correspondencias, por ejemplo,
con partes del cuerpo: “tengo tantas vacas como dedos en una mano”.

Cada vaca se relaciona con un unico dedo; los elementos del conjunto vaca se pueden “aparear”
con el conjunto de los dedos de la mano; decimos, entonces, que estos conjuntos son
coordinables, o que tienen el mismo cardinal.

» El cardinal de un conjunto finito es un nimero natural.

Ejemplos:

El cardinal del conjunto de vacas es el nimero 5. El cardinal de notas musicales es 7. El cardinal
del conjunto vacio es 0.
» Al conjunto de los nimeros naturales lo designamos con N:

No= {0, 1, 2, 3,4,5,...}
» Las propiedades de N son:

1. Es infinito (o).

2. Tiene primer elemento: cero. No tiene ultimo elemento.

3. Todo ndmero natural tiene un sucesor. Un nimero natural y su sucesor se dicen consecutivos.
4. Todo numero (excepto cero) tiene un antecesor.

5. El sucesor ¢ de un ndmero natural b es mayor que él y su antecesor a es menor.
Simbodlicamente: a<b < ¢

6. Entre dos nimeros naturales existe siempre un nimero finito de nimeros naturales. Por eso se
dice que es un conjunto discreto.

1.2.2. EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

Entonces, el hombre conoce los nimeros naturales desde el momento en que tuvo necesidad de
contar, pero €stos no le alcanzan para expresar muchas situaciones.

Los nimeros enteros son una ampliacion de los naturales: los naturales se consideran enteros
positivos (se escriben con el signo +).Los enteros negativos van precedidos del signo. El cero es
un entero pero no es ni negativo ni positivo.

Al conjunto de los nimeros enteros lo designamos con Z
7Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
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> Las propiedades de Z son:
1. Es infinito (o).

2. No tiene primero ni ultimo elemento.
3. Todo ndmero entero tiene un sucesor. Un nlimero entero y su sucesor se dicen consecutivos.
4. Todo nimero entero tiene un antecesor.

5. El sucesor ¢ de un ndmero natural b es mayor que él y su antecesor a es menor.
Simbdlicamente: a <b < ¢

6. Entre dos nimeros enteros existe siempre un nimero finito de nimeros enteros. Por eso, el
conjunto de nimeros enteros es discreto.

1.2.3. EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

Los numeros naturales ni los nimeros enteros son suficientes para poder expresar de forma
adecuada las relaciones que existen entre una parte y el todo. De ahi que precisemos nimeros
fraccionarios y decimales para representar, por ejemplo, la parte de alumnos de la clase que
aprueban todas las asignaturas, o la superficie que ocupa el patio respecto al centro.

Una fraccion en el lenguaje comun significa una porcion o parte de un todo. En Matemadticas se
usa también el término fraccién para nombrar nimeros que son una parte de la unidad o también
aquellos nimeros que sean iguales a un numero entero mas una parte de la unidad.

Ejemplos:

. - 3
. Tomads comi6 tres de las cuatro partes de las que constaba su tableta de chocolate — 1

° 4 dividido 3 — %

. , a ..
> Se llama fraccion a un cociente de ndmeros enteros, b donde b es distinto de O.
> Todo niimero entero se puede expresar como una fracciéon con denominador 1.
. 3 -4
Ejemplos: 3 = T; -4 = ER

Todo nimero que puede ser expresado mediante una fracciéon es un nimero racional. A este
conjunto de nimeros los designamos con la letra Q.

> Todo niimero racional se puede expresar como nimero decimal exacto o periddico.
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Ejemplos: 0.4 = %; §= 0,333333333....= 03

a C

> Dos fracciones, b Y g due cumplen la condicién ad = cb son equivalentes Esto

significa que expresan el mismo niimero racional.

> La unioén del conjunto Z de nimeros enteros y el conjunto de nimeros fraccionarios que
no representan nimeros enteros es el conjunto Q de los niimeros racionales.

> Las propiedades de Q son:

1. Es infinito ().
2. No tiene primero ni dltimo elemento.
3. Entre dos ndimeros racionales existen infinitos racionales. Por ello, se dice que el conjunto

de ndmeros racionales es denso.

. 1 . . .
Ejemplo: Entre 2y 1 se puede encontrar tantos racionales como se quiera. Basta convertir estas
fracciones en otras equivalentes de denominador mayor.
1

1
2
2 3 2
4 4 2
256758
8 8 8 8 8
88 16
1617 16
4. Como consecuencia de la propiedad anterior, ningun ndmero racional tiene sucesor ni
antecesor.
) ., . . . . a c
> Q es un conjunto ordenado por la relacion menor o igual. Si los nimeros racionales 5Y 3
son fraccionarios irreducibles, se cumple que:
a ¢ J )
—>—=-%~ad>c
b d
Ejemplos:
2 1
° —>—porque2.5>3.1
3 5
12
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1

° 3 < - porque toda fraccién negativa es menor que cualquier fraccion positiva.

4 . .
2 < 3 porque toda fraccion cuyo numerador es mayor que el denominador es mayor que

la unidad.

» |, representacion en la recta numérica de los distintos nimeros que hemos visto
hasta aquf es:

> > I T > Naturales
B 1 2 '3
> & [ R I M B > Enteros
..... 2«1 0 1 2 3
> < " - !; — !;! > Racionales
2¢-1 0gl 2 3 ...
e 1 8
1 5 2

Pregunta: ;Los niimeros racionales completan la recta numérica? O, la misma pregunta con

otras palabras, ;quedan puntos de la recta a los que no les corresponde ningiin niimero
racional?

1.2.4 EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

La ecuacién x> — 2 =0 no tiene solucién en el campo de los nimeros racionales. La solucién a esta
ecuacion requiere la descripcion de los niimeros irracionales.

Los numeros irracionales son aquellos cuya expresion decimal es infinita y no tiene un periodo,
por ejemplo:

° El nimero pi: &t
o El nimero de oro: ¢ = 1445
2
. La raices de indice par de nimeros naturales cuyos resultados no son naturales. Ejemplo:
V2:/6:4/8 ; etc.
. Las raices de indice impar de nimeros enteros cuyos resultados no son enteros. Ejemplo:
%/7;%/—_2 ; etc.
Por tanto:
> Los ndmeros irracionales no se pueden expresar como una fraccién o como un cociente de

13
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dos enteros.

Para obtener un nimero irracional, es suficiente escribir un ndmero cuyas cifras decimales sean
infinitas y no presenten periodicidad.

Por ejemplo: 3,51551155511155555111115555511111.......

La unién del conjunto Q de nimeros racionales y el conjunto de nimeros irracionales es el
conjunto ‘R de los nimeros reales. Este conjunto puede representarse mediante una recta, llamada
recta real. Cada punto de esta recta representa n numero real, y a cada ndmero real le
corresponde un Unico punto sobre la recta. Por ello, con los nimeros reales se completa la recta
numérica.

> Las propiedades de R son:
1. Es infinito ().

2. No tiene primero ni dltimo elemento.

3. Entre dos nimeros reales existe siempre un nimero infinito de reales. Se dice que el conjunto
de nimeros reales es denso.

4. Ningin numero real tiene sucesor ni antecesor.
5. El conjunto R es un conjunto totalmente ordenado por la relacién menor o igual.
6. Es un conjunto continuo.

Hemos visto a los nimeros naturales, enteros, racionales y reales. Un nimero natural es también
entero, y un nimero entero puede escribirse como ndmero racional utilizando una fraccién que
tenga un 1 en el denominador.

. m .
Si m es entero, entonces T = m es racional

Tenemos asi dos grandes grupos de niimeros: los racionales y los irracionales. Estos dos grandes
grupos forman el conjunto de los nimeros reales.
R

Los ndmeros reales tampoco son la soluciéon a todas las ecuaciones (como, por ejemplo
x> + 1 = 0), sin embargo nos aportan la estructura necesaria para comenzar a trabajar con
situaciones matemadticas en las que utilizaremos las operaciones y sus propiedades definidas en

los distintos conjuntos numéricos que describimos anteriormente.

14
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9 ndicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de falsedad,
Justifica tu respuesta:

d) El producto de dos mimeros irracionales es siempre otro niimero irracional..................
e) El cuadrado de un mimero irracional siempre es un nimero racional.........n
f) El producto de un entero por un irracional es un mimero irracional ...

1.2.5. EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Los nimeros complejos surgen por la necesidad de resolver situaciones como la que plantea la
siguiente ecuacion:

¥+1=0

x=v—1¢%R

Situaciones como la presentada requieren la ampliacion de R para dar respuesta a, por ejemplo, el
valor de x (x = vV—1) que resulta de la ecuacion planteada. Tal ampliacién origina el conjunto de
los nimeros complejos C.

Antes de definir nimeros complejos, para que puedas comprender mejor, recordamos qué
entendemos por par ordenado de nimeros reales:

Par ordenado son dos elementos dados en un cierto orden. En simbolos: (a, b), donde a se llama
primera componente y b segunda componente. Por ejemplo: (3, -5).

Observar que (a, b) # (b, a); es decir que si cambiamos el orden de las componentes estamos en
presencia de dos pares ordenados distintos.

» Numero complejo es todo par ordenado de nimeros reales.

C={(a,b)/acR A beR}. (El simbolo A, es un conectivo légico que tiene el mismo significado

(Y3

que la conjuncién “y” en el lenguaje coloquial).
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» La notacion usual es z = (a, b) donde a (primera componente) se denomina parte
real de z y b (segunda componente) se denomina parte imaginaria.

» Un nimero complejo también se puede expresar en forma binémica: z = a + bi. El
complejo z = (-2, 3) expresado como par ordenado en forma binémica seria

z=-24+31

Al nimero i se llama unidad imaginaria que cumple: fi’= —1

Si la parte real es nula, el nimero complejo es imaginario puro.

Si la parte imaginaria es nula, el nimero complejo es un niimero real.

vV V VYV V

El conjunto R estd incluido en el conjunto C. (;Cémo justificarias esta dltima
afirmacién?)

» El nimero complejo a + bi se representa en el plano mediante el punto de
coordenadas (a, b). El eje horizontal se llama eje real, y el eje vertical eje
imaginario.

Ejemplos: z1 =2+ 3i z2=1-1 73=3 z4=2

(2.3

0(0' 22 z1

24

0 23 L (3.0)

-14
22 = (-1, -1)

» A cada nimero complejo le corresponde un punto del plano y a cada punto del plano le
corresponde un nimero complejo.

» El eje real contiene uUnicamente los nimeros reales, y el eje imaginario, Unicamente los
imaginarios puros.
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» Dos complejos son conjugados si y sélo si tienen la misma parte real, y sus partes imaginarias
son opuestas. Ejemplo:z=2+3iy z=2-3i.

1.3. OPERACIONES EN LOS DISTINTOS CONJUNTOS NUMERICOS. PROPIEDADES
Desarrollaremos a continuacidén las operaciones fundamentales y algunas de sus propiedades
considerando los dos grandes grupos de nimeros: los racionales y los irracionales.

1.3.1. Adicién y Sustraccion de Nameros Racionales

Para sumar o restar fracciones de igual denominador, el resultado es otra fraccion de igual
denominador que las dadas, y cuyos numeradores se obtienen sumando o restando los
numeradores dados. En simbolos:

c
b b
Cuando sumamos o restamos fracciones de distinto denominador, buscamos fracciones
equivalentes a las dadas que tengan igual denominador. En simbolos:

a+c_ad-l_-cb
b—d  bd
Ejemplos:
2+7_9
3 3 3
4 3 5 16 30 25 11
5 2 4 20 20 20 20

1.3.2. Multiplicacion y Division de Niimeros Racionales

Para multiplicar fracciones, hacemos:

a ¢ a-c
b'd b-d
Para dividir fracciones, hacemos:
a ¢c a d a-d
573°8 = p < (conc # 0)
Ejemplos:
2 1 2 4 3 4 14 4-14 8
35 15 7714 7 3 7.3 3

17
Secretaria Académica F.C.E.Q. y N. — U.Na.M.: Tel. 376 — 4435099 / 4422186 int. 148
academica@fceqyn.unam.edu.ar // ingreso@fceqyn.unam.edu.ar



mailto:academica@fceqyn.unam.edu.ar
mailto:ingreso@fceqyn.unam.edu.ar

1)

UNIVERSIDAD NACIONAL DE MISIONES
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Ingreso 2021

1.3.3. Potenciacion y Radicacion de Nimeros Racionales

Si p es un ndmero racional y k un entero positivo; p®=1 sip=0; p'=p

pk=p.p.p..p

k factores

S S D
= ——...—Sl
T et P

k factores

Si p es un ndmero racional y n un nimero natural;

Vp=q e q"=p

Cuando realizamos las operaciones con nimeros (sumamos, restamos, multiplicamos, etc.) hay
ciertas reglas que debemos respetar; a este conjunto de reglas las denominamos propiedades.

Conocer estas propiedades y manejarlas con soltura es importante.

No vamos a exhibir en este cuadernillo una lista exhaustiva de propiedades sino sélo aquellas que
se utilizan con frecuencia y se olvidan con facilidad. En caso de “olvidos” de propiedades que no

figuran aqui deberias recurrir a un texto del nivel secundario para consultar al respecto.

Se consideran a, b, ¢ nimeros que pertenecen a R (esto significa que también se las propiedades

en los otros conjuntos numéricos porque R los incluye).

1) a+b=b+a conmutatividad de la suma

2) a-b=>b-a conmutatividad del producto

3) c(a+b)=ca+chb distributividad del producto respecto de la suma
b b

4) % = % + Z distributividad del cociente respecto de la suma

Sin embargo no hay una propiedad distributiva si la suma estd en el denominador, es decir

a ia a
b+c b ¢
P i | 6 —6—15 i | 6+6—8
or ejemplo: 371" b ynoe51guaa3 1=

1.3.4. Propiedades de las Operaciones sobre Igualdades

Sia=bentonces a+c=b+c
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2) Sia=Db entonces a-c=b-c

3) Sia=b y c#0 entonces

ala
al|S

4) Siab=0entoncesa=06 b=0.

Veamos una aplicacién. Resolver la ecuacion:

2
§-(x—1)=x+1

Comenzamos multiplicando ambos miembros por 3.

3'%'(X—1)=3'(X+1)

2xx-1D)=3x+1) distribuimos

2x —2=3x+3 sumamos 2 en ambos miembros
2x=3x+3+2 restamos 3x en ambos miembros
-x=5 dividimos por —1 en ambos miembros
x=-5 es la solucion

1.3.5. Reglas de Signos

D —(-a)=a

2) (—a)-b= —(a-b)=a-(—b)
3) (-1)-a= —a

Y finalmente una regla importante que nos conviene tener en cuenta cuando operamos con

fracciones:

1 _
4 2=a--=a-b?
b b

1.3.6. Algunas Propiedades de la Potenciacion y la Radicacion

n+m

1) a®-am =a Producto de potencias de igual base
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2)
(a™)™ = g™ Potencia de otra potencia
3)
a\" am . .. . .y

(a-b)"=a"- a™ y (E) = Propiedad distributiva de la potenciacién respecto del
producto y cociente
De estas propiedades se deduce que:
4)

m
a—n =agm " Cociente de potencias de igual base
a

No existe la propiedad distributiva de la potenciacion con respecto a la suma o la resta, es decir:
(a+b)'#a"+b"y(a—b)'=#a"-b".

Ejemplo: (1 +2)*=3>=9 mientras que 12 +2° = 5.

2

Una diferencia de cuadrados se factoriza asi: a> — b> = (a — b). (a + b) en tanto que el cuadrado de

un binomio se resuelve de esta forma:
(a+b)=(a+b)- (a+b)=a’>+ab+ba+b>=a’+2ab+b’

(a-b)?>=(a-b)-(a-b)=a’-ab-ba+b’>=a’-2ab+b’

Si la operacidn es la radicacion, algunas propiedades son:

1) %/ab =2/a-/b

a Ya
2 nl— —
)ﬁ o
3) Y¥a ="¥a

Bien, es hora de comenzar la ejercitacion donde utilizardn las operaciones y propiedades
desarrolladas hasta aqui.

1.3.7. Médulo de un Numero Real
El médulo o valor absoluto de un ndmero real x se simboliza |x| yse define como:
Six>0=|x|=x

Six<0=|x|] =—x
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Ejemplos:
a) |2,5] = 2,5

b) |—2,5| = —=(=2,5) =25

Otra forma de expresar el médulo de un nimero real x es: |x| = Vx?

Ejemplo: x> =36 =Vx2 =v/36=|x| =6= x=66x=-6

Desde el punto de vista geométrico, el valor absoluto de un nimero se puede interpretar, en la
recta real, como la distancia entre ese numero y el 0.

1.3.8. Operaciones con Radicales

1.3.8.1. Simplificacion

Si n esimpar =>Va® =a. Si n espar =3Va" = |qa|

Si el indice y el exponente del radicando tienen un divisor comun mayor que 1, se simplifican
dividiéndolos por ese divisor comun. En caso de que éste sea par se toma el valor absoluto del
radicando.

Ejemplo: \76 = 72/|-5]6 = \/|-5|3

1.3.8.2. Adicién y Sustraccion:
. Radicales semejantes: Son aquellos que tienen el mismo indice y el mismo radicando.

Al sumar o al restar radicales semejantes, se obtiene una expresion de un solo término.

Ejemplo: 2\/3 + 5v3 = 74/3

. Se pueden extraer del radical todos los factores cuyos exponentes sean mayores o iguales
que el indice. Para ello, se factoriza el radicando, se descomponen los factores en forma
conveniente, se distribuye la raiz con respecto al producto y se simplifica.

Ejemplo:

4000 = /25.5% = 3/23.22.53 = 3/23.3/22.3/53 = 2.5.3/22 = 10.3/22

21
Secretaria Académica F.C.E.Q. y N. — U.Na.M.: Tel. 376 — 4435099 / 4422186 int. 148
academica@fceqyn.unam.edu.ar // ingreso@fceqyn.unam.edu.ar



mailto:academica@fceqyn.unam.edu.ar
mailto:ingreso@fceqyn.unam.edu.ar

UNIVERSIDAD NACIONAL DE MISIONES
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Ingreso 2021

Para sumar o para restar radicales, se hace asi:

- Si los radicales son nimeros compuestos, se factorizan.

- Se simplifican todos los radicales posibles.

- Se extraen todos los factores posibles de cada radical.

- Si hay radicales semejantes, se agrupan en un solo término.

- La suma o la resta de radicales no semejantes se deja expresada.

Ejemplo: /9 — /48 + V8 = V32 =243 +V23 =3 - 4/3+ 22 =

= —3V3+2V2
1.3.8.3. Multiplicacion y Division
. Si los radicales tienen igual indice, se aplican estas formulas
Va.Vb =Va.b
Va nfa
V5 b
. Radicales de indices distintos: se buscan radicales equivalentes de modo tal que todos

tengan el mismo indice.

Ejemplo: 33 N2 .3125 = 3/3%.'4/26 . "%/(53)3 = '3/34.26.59

1.3.8.4. Racionalizacion de Denominadores

Consiste en transformar una expresion que contiene radicales en su denominador en otra
equivalente, cuyo denominador sea racional.

Ejemplos:
2) 2 _ 243 _ 23 _ 23
V3 V33 (y3)° 3
1 1¥22 32z 3

D g m

2 2 3-Yy5 _ 6-2V5 _ 6-2vV5 _ 6-2vV5 _ 3—5
©) 3+V5  3+V5'3-V5  32-(y5)°  9-5 4 2
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1.3.8.5. Exponentes Racionales

Para cualquier nimero n natural mayor que 1 y a > 0 se cumple que:

k n/f
an = ak
Las potencias de exponente racional cumplen las mismas propiedades que las potencias de
exponente entero.

Para operar, en algunos casos conviene expresar los radicales como potencias y trabajar con estas
aplicando sus propiedades.

Ejemplo: V5 .V/5 = 52.55= 573 = 5

olu

1.4. LOGARITMO DE UN NUMERO REAL.

El logaritmo en base b de un nimero a es el ndmero ¢, si b elevado al exponente ¢ da como
resultado a.

En simbolos:

logpba=c © b°=a

b es la base del logaritmo y debe ser un numero real positivo y distinto de 1.
a es el argumento del logaritmo y debe ser un ndmero real positivo.

y =log, x, se lee: “logaritmo en base 2 de x”

Ejemplos:
a) log,4=2 dado que 4 =2

1 _2
b) logi14=-2 dadoqued=|(-
) g% 9 (2)

1.4.1. Propiedades de los Logaritmos

1) logy(xy) =logy, x + log, y 3) log,(x¥) = ylogp x

2) log, (i) = log, x —log, y 4)log,a=1 1y log,1=0
1.4.2. Cambio de base

Supongamos que queremos averiguar log; 243 utilizando la calculadora cientifica.

Entonces, podemos proceder asi: (pensar y completar)

Usamos la definicién de logaritmo: log; 243 = x & 3* = 243
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Aplicamos logaritmos decimales (base igual a 10) a ambos miembros. Resulta: log3* = .........

Aplicamos la propiedad para “bajar” el exponente: x ....... e

Despejamos X = .........cceennn... ; pero x = logz 243 = —— = .-

Este procedimiento se llama cambio de base, y nos permite cambiar la base b de un logaritmo por
otra mds conveniente (hemos elegido base 10, pero podriamos haber elegido cualquier otra).

Si llamamos w a la base elegida, podemos aplicar directamente la siguiente férmula:

1 =
08r @ log,, b

Asi podemos obtener con la calculadora cientifica el logaritmo de un niimero en cualquier base.
La nueva base que elegimos serd 10 o e.

log230

Por ejemplo: log; 230 = log 3

........... Este logaritmo se resuelve usando la calculadora

cientifica.
Una cuestion de notacion...
logy (a) = [logp(a)]™

Cuando leamos log a sin hacer referencia a la base b se entenderd que nos referimos a la base 10,
es decir, b= 10. Las calculadoras toman esta conversion.

1.5. OPERACIONES EN C.

1.5.1. Suma y resta

Para sumar y restar nimeros complejos se suman o restan las partes reales y las partes
imaginarias. Sizi=a+bi y zo=c+di:

Entonces, su suma serd el nuevo nimero complejo:

n+n2=@+c)+(b+d)i

Y la resta o diferencia entre ambos:

zi—2=(a-c)+(b-d)i
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1.5.2. Multiplicaciéon

En este caso basta con tener presente que cada nimero complejo es un binomio, por lo tanto es
vdlida la propiedad distributiva de la multiplicacidén con respecto a la suma (o resta), por lo tanto,
sizi=a+bi y z2=c + di, tendremos:

z1 .22 =(a+bi) (c + di) =ac + ad i + bc i + bd i, pero recordemos que: i2 = —1, por lo que zi . z»
=ac +adi+bci-bd, luego, reordenando nos queda:

71.172 =ac -bd + (ad + be)i

que es el producto de la operacion.

1.5.3. Division

Para poder dividir dos nimeros complejos, debemos valernos de una propiedad de los nimeros
reales, que establece que si en toda fraccion multiplicamos el numerador y el denominador por un
namero real distinto de cero, dicha fraccion no cambia.

Esta propiedad se extiende al campo de los numeros complejos, de tal manera que para dividir dos
complejos, multiplicamos el dividendo y el divisor por el conjugado del divisor, es decir, si z; = a
+ bi y z2=c + di, el procedimiento general seria:

7 2-Z, _ (a+bi)c—di) _ac+a(=di)+bci—bdi’ _ (ac+bd)—(ad —bo)i
2, 2.2, (c+di)c—di) ct+d? ¢t +d’?

y la expresion correcta del nimero complejo cociente seria:

z, ac+bd ad-bc.

= - i
z, c+d> c’+d’

Ejemplo: Dados los complejos z1 =2 —-41  zx=-1+ 31

2 2-4i _ Q-4)(-1-3) _-2-6i+4i—12_
,  —143i (—143D)(-1-3)  (-D>+(3)

e ey

10 10 10 5 5
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TRABAJO PRACTICO UNIDAD 1
CONJUNTOS NUMERICOS

1. Representar los siguientes nimeros en la recta numérica: %; -0,6; % ; % ; —%
. - 8 3 6
2. Ordenar de menor a mayor los nimeros : 0,6; —g; _E; 0,59; -1; E
3. Indicar si las afirmaciones dadas son verdaderas (V) o falsas (F). Justificar.
a) QUZ=Q f) 3<n<4
b) ZNN=7 T
< =<
) ZUN=Z g 1<y <12
d RuZ=Q h) 6,5 <2n< 6,55
e) NuQ=R i) m=31415
4. ; Verdadero o falso? Justificar.
a) Entre 21 y 22 no hay nimeros enteros (excluidos 21 y 22)
b) Entre 2 y 3, sin considerar 2 y 3, hay infinitos nimeros racionales
c¢) Entre -2,5 y -2,6 hay infinitos numeros reales
d) 4,33333333333... es un nimero irracional.
5. Escribir como fraccion:
a) 0,57 b) 8,931 c) 1,666... d) 2,423 e) 1,23 )5
6. Resolver sin pasar a fraccion:
a) (0,5+2,3-1,1)10 b) (-1,25-3,4+0,1) 100

7. Notacion cientifica

Recordar: Un niimero que se puede expresar en la forma a x 10", donde 1 <a < 10, se dice que
estd escrito en notacion cientifica. Por ejemplo, el nimero 2450000000000000, se puede escribir
como 2,45x10". El niimero a es un decimal cuya parte entera tiene una sola cifra distinta de cero.

Escribir en notacion cientifica:

a) -5900000000000

4
b) 27830000000 ¢) 0,000000000000746

d) -0,000000051
8. Escribir en forma decimal:

a) 2,65.10° b) 1,9.10*
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9. a) Expresar el resultado de la siguiente operacion en notacion cientifica:
7,45.10' . 0,0000005625

b) La masa de un 4tomo de hidrégeno es aproximadamente:
0,0000000000000000000000017 gramos. Expresar este nimero en forma cientifica.

c¢) La masa de un electrén es aproximadamente 9,1 x 107! kilogramos. Expresar este niimero en
forma decimal.

d) Las dindmicas poblacionales de muchos peces se caracterizan por porcentajes de fertilidad
extremadamente altos entre adultos y porcentajes de supervivencia muy bajos entre los jovenes.
Un lenguado maduro puede poner hasta 2,5 millones de huevos, pero sélo 0,00035% de la prole
sobrevive a la edad de 3 afos. Usar la forma cientifica para aproximar el numero de descendientes
que viven hasta la edad de 3 afios.

10. ;Cuales de las siguientes expresiones son verdaderas?

a) 0,0025.10>=2,5.10"!
b) 0,0025.10% = 0,25x10°
¢)75=17,5.10°

d) 0,000056 = 5,6 . 10*
e) 2EXP-3=2.107
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11. Resolver los siguientes ejercicios.

a) —2[(338:3137 4 2):5 —1] 4+ Y—125
b)  (-2°°(-2)% (-2)* + 2/(=3)29 -24:[2(-3)-6]
4—ab—(1]_
o \2)
2ab
d) —3Y=24—3 - (1+5)? -52+10% : 2
e) (=5)7:(=5)%: (=5) +{[(=5)%]°}* - (- 5)(-5)
H V232 -3/(-2)%(-2) + Y (9?2 (-4

g  3+-—

-3
w [y (2
16 4 3
12. Analizar las siguientes igualdades. ;Se verifican? En caso negativo, escribir la expresion
correcta.

(NN NG N
| w
A==

1 1
a) (a+b)?=—+—
a’> b’

b) (W*-b)’=b*(b>-2b-1)
¢) (a-3)Y=d-3
d)  V3a=+3Ja; V3+Ja=3+a
13. Verificar las igualdades
a) V8 =22 b) V18 =32 c) ¥-81=3¥-3

14. Efectuar los célculos siguientes, teniendo en cuenta el ejercicio anterior y sin aproximar los
ndimeros irracionales.

a>%ﬁ+¢§_m b) (V8 +3f
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2
) VB1-3 V2445 43 & (V8 ++2f
15. Aplicar las propiedades convenientes para resolver los siguientes ejercicios:
2 W'D b) ¥23/3:3/36
o) 32 /4 +3108) d) 3\/ ‘{/0,1- 10° 4/0,1-10°

e) V5:5 f) /248416

16. Verificar las siguientes igualdades:

2) (a+V8) =a® +6(av2 +3) b)%%/izi/ﬁﬁ/ﬁw/l—;:

17. Obtener otra expresion equivalente con denominador racional.

)3+J_ by 4 0 23 d) J5-42 & 23
245 e 2-3 Js+2 Ji2-\2

18. Indicar en cudles de las siguientes expresiones no es posible racionalizar el denominador:

3 1 -3
a) — , siendo ¢ el nimero de oro b) — c) — d —
7 Vz NG
19. Considerar los nimeros x = 2+/3 ¢ y=-2+ V3, realizar los siguientes célculos y escribir

los resultados sin radicales en el denominador:

1 1

a)x ! b)y‘2 )y -X_ d)(x+y)‘1 )X +x !

20. Hallar la medida en cm del perimetro de un tridngulo equildtero de 2 cm. De lado y

V3

expresar sin radicales en el denominador.

21. Todas estas figuras tienen drea igual a 1. Hallar las incégnitas indicadas. Expresar todos los
resultados sin radicales en el denominador.

b
a) ) c) 2
- X
x J6
altura del trlangulo
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22. Resolver aplicando las propiedades de la potenciacion.
3 9

34 L 4 2|5 -1

a) 24 ;22[25 ;2} b) {0,13] :10:100 10

23. Escribir en forma de radical las siguientes expresiones:

1
1 1

3 -

2 - 1 4 _
a) 4’ b 7’ ) (Ej d) 0.4°
24. Expresar en forma de potencias los siguientes radicales:

a V6 LW A L
25. Expresar las medidas con potencias de exponente racional:
a) El volumen de un cubo de 7 +/7 cm. de arista.

b) La diagonal de un cuadrado de Y4 cm. de perimetro.

26. Simplificar todo lo posible la expresion. Luego, hallar su valor para x = 0,0001.

27. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:

a) No existen logaritmos de nimeros negativos.
b) Los logaritmos estdn definidos para bases positivas.
¢) Las potencias de un nimero positivo son todas positivas.

28. Hallar y verificar los siguientes logaritmos aplicando la definicion.

a) log; (=) b) log, V2 ¢) log 0,001 d) log 59

e) loggs 4 f) logg V64 g) logﬁx/f h) logs 4\/%

i) logs 0 j) 2losz26 k) log, 4%° 1) 25108258
5VZ3

m)log, 2 n) log, 2 232 0) log1,, (%) p) log,2 a®

29. Completar con = 6 # segun corresponda en cada caso y justificar:

a) 1og3(9+3+27) i log; 9 + log; 3 +logs 27

b) log,5 +1log, 8 —log,40...................... 0
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c) In2+InS . In(2 - 5)
log, 9
d) lOgZ (9 - 5) ...................................... log?
e) 10g,(32 V4) ..o 27/5
£) (1og625)/4 ..o log 5
) log98 —log4d ..o log(24,5)

30. Indicar si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas:

a) (logs 4)1/2 = %log3 4 b) logs 4%/2 = %log3 4

¢) logs(—x) = —logs x d)logz;x 1 = —logs x
log; 2

e) 083 /10g3 = log; 2 —log; 5 f)log, b = 1/108b a

g)log, 2=1/, h) logs 2 ="1/,

1) 310g3 2_13 j)310g3 2_9

31. Resolver sin usar calculadora

a) %10g53—10g5 J75 b) logzﬁ—%logz 64—%10g28
¢) log, a? —log,(0,25)? d)logi, 4+ b~'log(q+py(a + b)3°

e) logl(a - 5/4) —logi(2a — 10) + a 'log1 2% =
2 2 2
7log7 X _ 2
) logg 2 log, (4 + 4) + ( Nog, 3x) — In(e?)
32. Representar graficamente los siguientes nimeros complejos:
Z]:(Z/?))_l 7o=4 Z3:6i Z4:*2+(3/5)i21

33. Con los mismos nimeros complejos representados en el punto anterior, efectuar las siguientes
operaciones:

z - _
a) (z1 — 22)z3 b) 1/24 + 73 )z -2 d) z,.z, )2, Z,

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Se sabe que a + b =45 y que b es el cuddruplo de a; calcule, sin recurrir a la calculadora, el
valor de:

a) ayb
38
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Yai3-L a+
b)3/a-33 ng/ b

a+b 5
c) logs(Tj—loga(a+bj

2. Indicar si las igualdades son correctas: a) —4*+5=21 b)Ba+c)/(a+c)=3

3. ;Qué valor debe tomar k paraque z=(2k —1)+ 51 seaunimaginario puro?
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UNIDAD 2: FUNCIONES POLINOMICAS
2.1. POLINOMIOS

Una expresién matemadtica constituida por un conjunto finito de variables (no determinadas o
desconocidas) y constantes (ndmeros fijos llamados coeficientes), utilizando tnicamente las
operaciones aritméticas de suma, resta y multiplicacion, asi como también exponentes enteros
positivos en las variables, recibe el nombre de polinomio, que si tiene una sola variable x, es un
polinomio en la variable x. En términos méas precisos, es una relaciéon n-aria de monomios, o una
sucesion de sumas y restas de potencias enteras de una o de varias variables indeterminadas. Por
ejemplo, la expresion 5x° + 7 x> + 4x — 12 es un polinomio de tercer grado en la variable x, porque
la tercera es la mdxima potencia de la variable x que aparece en €l. Los términos de este polinomio
son: 5x*, 7 x%,4x y —12. Los coeficientes son 5,7, 4, y —12.

En un polinomio los nimeros expresados mediante cifras o letras son numeros reales y estdn
relacionados a través de las operaciones: suma, resta, producto y potencia de exponente natural. Es
decir todos los exponentes de las variables de un polinomio deben ser enteros no negativos. Por
consiguiente, las expresiones x>+ x/?2 y x 2+ 1 no son polinomios, porque contienen
exponentes fraccionarios y negativos (en su variable).

Cualquier constante diferente de cero, como 7, se clasifica como un polinomio de grado cero, ya
que: 7 = 7x°. También al nimero cero nos referimos como una constante polinomial, pero no se
le asigna grado alguno.

Los polinomios que tienen s6lo uno, dos o tres términos reciben nombres especiales:

Niimeros de términos Nombre del polinomio Ejemplo
uno Monomio 17 x°
dos binomio 2x3 - 6x
tres trinomio x*-x% 4+ 2
cuatro cuatrinomio 5x6 - 2x3 + 3x% —x

La variable x en el polinomio representa cualquier nimero real. Por este motivo expresiones como
2x, X +3 y x? 4+ x representan también niimeros reales, cuyo valor depende del que tome x. Por
ejemplo, si x = 3 los valores de las expresiones dadas serdn 6, 6 y 12 respectivamente.

Ya que cada simbolo de un polinomio es un nimero real, se pueden usar las propiedades del sistema
de los nimeros reales para operar con ellos.

En general:

Un polinomio de grado n en la variable x se puede escribir en cualquiera de siguientes formas
estandar:
P(x) = ax"+a,_x" T +... +ax? +a; x + aqq
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P(x)=ag+ a; x +a,x* +...+a,_1x"1 + a,x"

Donde los coeficientes a,, a ., @1, Qg son ndmeros reales, y los exponentes son enteros no

o1
negativos. El coeficiente principal es a,, # 0, y a, es el término constante.

Cabe aclarar que también se puede considerar que a, es el coeficiente del término ayx°.

2.2. OPERACIONES ENTRE POLINOMIOS
2.2.1 Suma y resta de polinomios

Cuando se suman o se restan dos polinomios, el resultado es otro polinomio.

P(x) + Q(x) = S(x)

Al efectivizar dichas operaciones se suman o restan los coeficientes respectivos de iguales potencias
de la variable, es decir se agrupan los términos semejantes (propiedad asociativa y conmutativa),
para operar con ellos, o bien, se aplica la propiedad distributiva.

Por ejemplo, sean los polinomios: P(x) = x + 2x?- 1y Q(x) = 3x + 2, hallar la suma de los
mismos.

Solucién: P(x) + Q(x) =

= (2x2+x—1) + (3x + 2) se suprime paréntesis utilizando la regla de supresién
de paréntesis,

=2x2+x—1+3x+2 se agrupan los términos semejantes haciendo uso de las
propiedades conmutativa y asociativa,

=2x2+ (x+3x) —1+2 sesuman los coeficientes de las potencias iguales de x.

=2x2+4x+1

(Por qué no es valido sumar los términos no semejantes? Es decir, suma de términos de distintos
grados, como ser2x? y x*?

Veamos otro ejemplo:

Dado los Polinomios P(x) = 4x3 -10x% + 5x + 8yQ(x) = 12x%-9x -1, efectuar la resta de
los mismos.

Solucién: P(x) - Q(x) =

= (4x3 - 10x% + 5x + 8) — (12x%-9x - 1) se suprime paréntesis utilizando la
regla de supresion de paréntesis,

—4x3-10x2 + S5x+ 8 — 12x2 + 9x + 1 Se agrupan los términos semejantes
haciendo uso de las propiedades

conmutativa y asociativa,

= 4x3 + (=12x2 -10x?) + (5x + 9x) + (8  s¢ suman los coeficientes de las
+1) potencias iguales de x, o bien se
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aplica la propiedad distributiva del
producto respecto a la suma.
=4x34+(-12-10)x*+ (5+9Dx+ (8+ 1)

=4x3-22x%> + 14x + 9

Intentar lo siguiente
Dado los siguientes polinomios
P(x) = 3x3 + 4x% - 2xQ(x) =- 2x% + 3x + 1/2
R(x) = 5x*-7x3 + 4x?-3S(x) = 5x* + 2x?-2x + 4

Realizar las siguientes operaciones:
a) P(x) + S(x) b) R(x) ~ P(x) ¢) S(x) — S(x)
d) Q(x) + P(x) e) R(x) ~ S(x)

(Qué se puede decir del grado del polinomio obtenido al sumar o restar dos polinomios?

2.2.2. Producto entre polinomios

Cuando se multiplican dos polinomios el resultado es otro polinomio, obtenido de aplicar la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma y las leyes de los exponentes.

P(x) Q(x) = T(x)
Veamos a través del siguiente ejemplo: Sean P(x) =2x —3 y Q(x) = x? + 2x — 1 Hallar P(x)
Q(x)

Cuando se multiplican dos polinomios debemos multiplicar cada término del primer polinomio por

cada término del segundo:

2x-3) . x*+2x—1)

Solucién:

P(x) Q(x) =2x(x?) + (2x) (2x) + 2)(-1) + (=3)(x*) + (=3)(2x) + (-3)(-1)=
=2x34+4x? —2x —3x%>— 6x+3

se asocian términos semejantes y se encuentra el resultado final:

P(x)Q(x) = 2x° + (4x? — 3x?) + (-2x—6x) + 3 = 2x° +x* —8x +3

Intentar lo siguiente

Dados los siguientes polinomios
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P(x)=-3xQ(x) = x3+2x%-1
R(x) = x*-3x + 55(x) = 2x3- 3x
Realizar las siguientes operaciones:

a) P(x) S(x) b) R(x) S(x) ¢) Q(x) R(x)

. Coémo se calcularian las siguientes potencias: [S(x)]?%; [P(x)]3; [Q(x) ]*?.

2.2.3 Productos notables

Resolver los siguientes productos entre binomios:

a) (A+B)(A+B) b) (A—B)(A—B)
¢)(A+B)(A—B) d)(A+B)?> (A+B)

donde A y B representan monomios cualesquiera.

(Qué se puede decir de los polinomios obtenidos? Caracterizarlos.

A continuacién se ejemplifica lo solicitado en el item d) (A + B)? (A + B)
Por definicion de potencia podemos escribir:
(A+B)>(A+B)=[(A+B)(A+B)] (A+B)

=[A% + 24B + B?*] (A + B)

=A*(A+ B) + 2AB(A + B) + B (A + B)

=A% + A*B + 2A°B + 2AB* + AB* + B?

=A% + 34°B + 34B* + B?

El polinomio obtenido es un cuatrinomio cubo perfecto. Entonces, encontrar el cubo de un
binomio equivale a resolver cualquiera de los siguientes productos:

(A+B)3=(A+B)(A+B)(A+B)=(A+B)?(A+B)
= A3+ 34%*B + 3AB*+ B3
Resolver: a)(4x - 5)3 b) (2x2 + x3)2 c) (4x + x3) (4x — x3)

2.2.4 Division de polinomios

La division de polinomios se realiza con un algoritmo similar al de la divisién entera.
Recordemos el algoritmo de la division entera

D \ d

R C
Sabemos que en este algoritmo, el divisor (d) nunca es cero y el resto es menor que el divisor y se
cumple que D = d.C + R. Es decir, que el dividendo (D) es igual al divisor (d) por el cociente (C)
mas el resto (R).
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Para que la division entre polinomios sea otro polinomio, el divisor debe ser de grado igual o menor
que el grado del dividendo.

Luego, en el caso de la division de polinomios, se cumple:

P(x) = Q) C(x) + R(x)

Analicemos el siguiente ejemplo:
Dividir el polinomio P(x) = 3x3- x?-2x + 6 por Q(x) = x*> + x
Solucioén:

Dividendo [P(x)] — 3¢ — x’—2x+6 | x*+x — Divisor [Q(x)]

— 3 =3¢ 3x—-4 — Cociente [C(x)]
—4x? -2x+6
4% +4x

2x+6 — Resto [R(x)]

El procedimiento es el siguiente:

1. Se escriben los polinomios dividendo y divisor ordenados en forma decreciente y completa, es
decir que si faltara algin grado, el mismo se completa con coeficiente cero.

2. Se divide 3x3 (el primer término del dividendo) por x? (el primer término del divisor), para
obtener 3x (el primer término del cociente). Se dividen los coeficientes y se restan las potencias.

3. Se multiplica x2 + x (el divisor) por 3x y se obtiene 3x3 + 3x2.

4. Se cambia de signo obteniéndose —3x%2— 3x y se coloca debajo de los términos
correspondientes en el dividendo.

5. Se suma para obtener —4x?2, y se escriben a continuacién los demds términos del polinomio
dividendo, el polinomio obtenido se trata como el nuevo dividendo.

6. Se divide —4x?(el primer término del nuevo dividendo) por x2, se obtiene — 4 (el segundo
término del cociente).

7. Se multiplica x?+ x por — 4 y se suma el producto del nuevo dividendo cambiado designo. Este
resultado, 2x + 6, representa el resto de la division debido a que es un polinomio de grado menor
que el grado del divisor, por lo tanto la division est4 terminada.

Como el resto no es cero, el polinomio dividendo no es multiplo del divisor. Segun la relacion de la
division entera, el polinomio dividendo se podré escribir como:

- 2%+ 6 =(*+%) - Bx—-4)+ (2x + 6)

P(x) = Q) - Cx + R

Analicemos otro ejemplo:
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Dados los polinomios P(x) = x*-2x%- 8 y Q(x) = x? + 2, efectuar la divisién: P(x):Q(x)

Solucioén:
Dividendo P(x) x*+0x3-2x2+0x- 8 | x2+0x+2 Divisor Q(x)
—x* — 0x3-2x2 x?—4
—4x% + 0x —8 Cociente C(x)
4x%2 + 0x + 8
Resto R (x): 0

Como en este caso el resto es 0, el polinomio dividendo es multiplo del divisor y la relacién anterior
se reduce a: P(x) = Q(x) C(x) poniendo en evidencia la posibilidad de escribir el polinomio
dividendo como un producto de factores:

x*-2x2-8 = (x + 2)(x*-4)

Intentar lo siguiente:

1) Usar el algoritmo de la division para encontrar el cociente y el resto de las siguientes divisiones
entre polinomios.

a) (x3—x%2—x+10):(x2=3x+5) b) (4x3 —5x%2 +x — 7): (x% — 2x)

) (5x2 4+ 7x +x3+8):(x — 2) d)(x3 —2x2 —13x + 6): (x + 3)

i1) Verificar cada resultado teniendo en cuenta la relacion entre dividendo, divisor, cociente y resto:
P(x) = Q(x) C(x) + R(x).

Analizar la validez de la siguiente afirmacion:

“La expresi(')nm =C(X)+

Q)
Q)™

%, representa el resultado de la division de los polinomios P(x) y

2.2.4.1 Division de un polinomio por un binomio de la forma x —c

Cuando se realiza la division entera de un polinomio P(x) por un binomio de la forma x — ¢, donde ¢
es un numero real, puede ocurrir que el resto sea de grado cero o que sea el polinomio nulo. Por lo
tanto, el resto es un ndmero que se designaré con R.

El siguiente teorema relaciona el resto R obtenido de la division de un polinomio P(x) por x —c y el
valor del polinomio en x =c.

Teorema del resto: “Cuando un polinomio P(x) se divide por x — c, el resto Res el valor del
polinomio en x =c, esto es, R =P(c).”

En efecto:
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P(x) x—c — Px)=(x-c¢)-Cx)+R
R C(x) P(c)=(c-0¢)-C(x)+ R

Luego P(c)=R

Por ejemplo: si P(x) = x3 - 3x2 + 4, es posible anticipar cudl ser4 el resto de dividirlo por x —
1,ya que segln el teorema se tendré:
R=P(1)=(1)3-3(1)% + 4=2

También se puede escribir P(x) en términos de x — 1 encontrando el cociente C(x) y utilizando la
expresion de la division entera:

P(x) = (x — 1) C(x) +2

Si P(c) = 0, entonces x = ¢ se constituye en una raiz de P(x), quedando P(x) expresado como un
producto, es decir P(x) esta factorizado, y en este caso se tendré:

P(x) = (x —c¢) C(x)

Ast, si el divisor fuera x — 2, se tiene que P(2) =23 - 3.22 + 4 =0,
por consiguiente X — 2serd un factor de P(x) y podra expresarse de la siguiente manera:

P(x) = (x-2)(x*-x-2)

Donde C(x) = x?-x- 2 es el cociente de la divisién, el cual puede obtenerse facilmente
mediante la regla de Ruffini.

A continuacién se recuerda el algoritmo correspondiente a la regla de Ruffini:

1. En el primer renglén se escriben los | -3 0 4
coeficientes del dividendo (el cual debe
estar completo y ordenado en forma
decreciente). A la izquierda, sélo se |
escribe la raiz del divisor (el valor que lo

anula).

2

Los demads coeficientes se obtienen de la ] =3 0 4
siguiente forma:

2. El coeficiente principal del dividendo 2 2
(1) se copia abajo. Se lo multiplica por 2 | | -1
y el resultado (2) se escribe debajo del

siguiente coeficiente del dividendo (—3).

Se suman -3y 2 y el resultado (—1) se

escribe abajo.

3. El -1 obtenido en el paso anterior I =3 0 4
reinicia el ciclo: se lo multiplica por 2 y el

resultado (- 2) se escribe debajo del 2
siguiente coeficiente del dividendo (0). |1

2
I
(o=

46
Secretaria Académica F.C.E.Q. y N. — U.Na.M.: Tel. 376 — 4435099 / 4422186 int. 148
academica@fceqyn.unam.edu.ar // ingreso@fceqyn.unam.edu.ar



mailto:academica@fceqyn.unam.edu.ar
mailto:ingreso@fceqyn.unam.edu.ar

UNIVERSIDAD NACIONAL DE MISIONES
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Ingreso 2021
Se suman 0 y — 2 y el resultado (—2) se
escribe abajo.
4. El -2 obtenido en el paso anterior I -3 0 4
reinicia el ciclo: se lo multiplica por 2 y el
resultado (— 4) se escribe debajo del 2 2 2 4
siguiente coeficiente del dividendo (4). |1 1 =2 0

Se suman 4 y — 4y el resultado (0) es el
resto. Se escribe abajo.

El resto es 0. Los valores 1, —1 y —2 son los coeficientes del polinomio cociente:

C(x) = x? — x — 2, cuyo grado es una unidad menor que el del polinomio dividendo.

Recuerda que la Regla de Ruffini sélo se podrd aplicar en cocientes donde el divisor es de la forma
X —C.

Conviene tener presente que:

Decir que P(c) = 0, equivale a decir que:

» (x —c) divide exactamente a P(x) o que P(x) es divisible por (x —c¢),

» P(x) podrd expresarse como el producto: P(x) = (x — ¢).C(x) donde C(x) es el polinomio
cociente entre P(x) y x —c.

Intentar lo siguiente

Dadas las siguientes divisiones:

a)(x3 —2x? —5x+ 6): (x — 3) b) (x3 +5x% —7x+8):(x —2)
c) (2x3+x?2-3x+7):(x+1) d) (x3+27):(x+3)

1) Utilizar el Teorema del Resto para establecer si el polinomio dividendo es divisible por el
polinomio divisor.

i1) Cuando sea posible, factorizarlo en término del divisor, aplicando la regla de Ruffini para
encontrar el cociente.

2.3. FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Ya se ha dicho que factorizar un polinomio significa escribirlo como un producto equivalente al
mismo.
» Uno de los métodos bdsicos de factorizar es el inverso de multiplicar por un monomio:

factor comun.

Veamos este problema con un ejemplo:

El polinomio P(x) se puede factorizar extrayendo como factor comtin diversos factores. Dado:
P(x) = 29x° - 18x° — 6x* + 90x? se podrén extraer por ejemplo: 3x, 6x2 o 4x3obteniéndose:
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P(x) = 29x° - 18x° — 6x* + 90x?=3x (8x% - 6x° — 2x> + 30x)

P(x) = 29x° - 18x° — 6x* + 90x2= 6x?% (4x” - 3x* — x% + 15)
3 45

P(x) = 29x° - 18x% — 6x* + 90x%=4x3 (6x° - §x3 —2x+ ?x—1)

Del andlisis de lo hecho anteriormente se desprende que:
* es posible extraer distintos factores, no necesariamente los comunes,

* para asegurar que el polinomio dado pueda expresarse como el producto de dos polinomios, el
grado del monomio extraido como factor comin deberd ser a lo sumo, igual al grado del término de
menor grado del polinomio.

Siempre se puede controlar que el producto que se obtuvo es correcto, aplicando la propiedad
distributiva del producto respecto a la suma algebraica en ‘R.
» Otros recursos para factorizar estdn relacionados con los productos notables de binomios

estudiados anteriormente.
A continuacion se ejemplifica con algunos de ellos:

Polinomio Expresion desarrollada Expresion factorizada
Trinomio cuadrado A%? + 24AB + B? (A+B)(A + B) = (A + B)?
perfecto A2 — 2AB + B2 (A-B)(A - B) = (A — B)?
Cuatrinomio cubo | A3 + 34%B + 34B%*+ B3 | (A+B)(A+B)(A+B)= (4 + B)3
perfecto A3 — 342B + 34B>—B3 | (A-B)(A-B)(A-B)= (4 — B)3
Diferencia de A% — B? (A +B)(A-B)
cuadrados

Factorizar las expresiones anteriores result6 sencillo debido a que los polinomios involucrados eran
“especiales”, por ejemplo: un trinomio cuadrado perfecto, una diferencia de cuadrados; por lo tanto
fue posible recurrir a las técnicas de factoreo estudiadas en el nivel medio.

A continuacién presentaremos una herramienta ttil al momento de transformar un polinomio
cualquiera en producto de factores, el Teorema del Factor.

"Un polinomio P(x) tiene un factor x —c, siy sélo si: P(c) =0"

Este teorema asegura que basta encontrar un valor de "c¢" que anule a P(x), para determinar uno de
los factores del polinomio dado; en efecto, este podra escribirse como P(x) = (x — ¢) C(x), donde
C(x) es el polinomio cociente, por estar asegurado que el resto de la division es cero (Teorema del
resto).

Entonces, encontrando un valor de "c" que anule a P(x) tendremos asegurado que el binomio X — ¢
serd un divisor de P(x) y por lo tanto serd posible iniciar la factorizacién del polinomio.
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Factorizar completamente a P(x) implicard establecer la existencia de algin factor de C(x), el
cociente de la division anterior. Este procedimiento deberd continuarse hasta que el dltimo cociente
hallado, no contenga ningtin factor (no exista un valor de "c" que lo anule).

Ejemplo: Factorizar P(x) = x* + 4x3 - 4x? - 16x

Solucién:
Es evidente que ci = 0 anula a P(x) por lo tanto el binomio x - ¢; = X — 0 = x divide exactamente a
P(x), luego se podrd escribir que:

P(x) =(x—c)Ci(x) = x (x3 + 4x? — 4x — 16)
Como en este caso el divisor es un monomio, el polinomio cociente se puede hallar dividiendo cada
término del polinomio P (x) por x:

x*+4x3 —4x*> —16 x* 4x®  4x? 16x

X X X X X

Poder factorizar P(x) completamente implicard averiguar si existe algin factor de C;(x); como
parac, = 2 C;(x); se anula, podremos afirmar que el binomio x — c,= X — 2 permitird escribir
Ci(x) = (x — ¢;) C,(x), donde C,(x) podri encontrarse mediante la regla de Ruffini.

Luego: P(x)=(x—c1) (1 (x) =(x—¢1) (x — ¢2) C2(x)
P(x) =x (x3+4x3-4x—-16)=x(x-2) (x> +6x +8)

Como C,(x) = (x* + 6 x + 8) se anula para c; =—2, €l binomio x —¢3 =x + 2 serd un factor de
C,(x), por lo tanto se podra escribir: C,(x)= (x — c3) C3(x) y el polinomio P(x) como:

P(x)=(x—c1) C1(x) =(x —¢1) (X = €2) C2(x) = (X — ¢1) (X~ ¢z) (x = ¢3) (3(x)
P(x) =x(x®+4x?-4x —16) = x (x - 2) (x? + 6x +8) = x(x-2)(x + 2)(x + 4)

De esta manera hemos logrado factorizar por completo al polinomio P(x), utilizando como udnico
recurso la bisqueda de factores.

El polinomio P(x) es de cuarto grado y tiene cuatro raices reales. En general se cumple:

El teorema del factor provee una herramienta para encontrar los diversos factores que posee un
polinomio cualquiera, por lo que resulta util como recurso para factorizar.

Todo polinomio P(x) de grado n que tenga n raices reales, puede factorizarse como:

Px)=a, (x—¢c)(X—=¢C3) eev vvvnnn ... x—cp)

Donde a,, es el coeficiente principal de P(x) y ¢4, ¢, ,¢,, son las raices reales de P(x).

Veamos otro ejemplo: Factorizar Q(x) = x> + 4
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Para factorizar el polinomio Q(x) serd necesario buscar un valor de ¢ que lo anule; como la suma de
x? y 4 serd siempre positiva se puede afirmar que no existe un nimero real que anule al polinomio,
por lo tanto Q(x) no posee raices reales; sus dos raices son complejas: r; =21 y r2=-2i.

El siguiente teorema ayuda a caracterizar las raices de un polinomio:

Si P(x) es un polinomio de grado n > 1, entonces P(x) = 0 tiene exactamente n raices, siempre y
cuando la multiplicidad k de una raiz se cuente k veces. (Pudiendo ser estas raices reales o
complejas).

Intentar lo siguiente
1) Establecer si existe un factor "x — ¢" para los siguientes binomios:

a)x3+1b) 1+ x* c)9x? -1
i1) En los casos que sea posible: a) Factorizar los binomios dados en términos del factor hallado. b)
Factorizar por completo el binomio dado.

2.4 FUNCIONES POLINOMICAS

Una funcién es polinémica si su regla de definicion es un polinomio, es decir si puede expresarse de
la formaf(x) = ax"+a, ;x" " +... +a,x* +a; x + apdonde n es un nimero natural y

los coeficientes a,, a .., @1,y son ndmeros reales.

n-1 -

Como en un polinomio los numeros reales, expresados mediante cifras o letras, estan relacionados a
través de las operaciones: suma, resta, producto y potencia, el dominio natural de las funciones
polinémicas (el conjunto para el cual estdn definidas) es el conjunto R.

2.4.1. Representacion Grafica de un Polinomio tipo: a;x + a

Teorema
La grafica de un polinomio de grado menor o igual a uno, es una recta.

Dado que dos puntos determinan una linea, podemos representar graficamente al polinomio de
grado uno encontrando dos puntos que pertenezcan a su grafica. Después, trazamos una linea que
pase por dichos puntos.

Para mayor seguridad, siempre se debe utilizar un tercer punto como control. A menudo, los puntos
mas faciles de encontrar son aquellos en los que la grafica corta los ejes.

Definicion

La ordenada al origen (interseccién eje y) de una gréfica es la ordenada del punto en el quela
gréfica corta al eje y. La abscisa al origen (interseccion eje x) es la abscisa del punto en el que la
gréfica corta al eje x.

Para encontrar la ordenada al origen, se hace x = 0 y se resuelve para y. Para encontrar la abscisa al
origen, se hace y = 0 y se resuelve para x.
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Ejemplo I: y
Representar graficamente 4 x + 5y =20 $
Solucién. Primero se hallan las
intersecciones.

x=0 — y=4 (ordenada al
origen) representa el punto (0, 4)
y=0 — x=5 (abscisa al origen)

ordenadaal origen
(0, 4)

abscisaal

origen
representa el punto (5, 0). 1 (5, 0)
Podemos usar por ejemplo el punto —& [=10 | 1 "+ Tl
(1, 16/5) como punto de control. =M Ay 5y = 20
|
-3

Intentar lo siguiente

Representar graficamente: a) 2x —6y=—-2b)3y=2x-6

2.4.1.1. Rectas Paralelas

La grafica de y =mx es una linea recta que pasa por el origen. ;Qué sucede si sumamos un nimero
b al miembro derecho de la ecuacién para obtener y = mx + b.

Ejemplo 2: Representar graficamente y = 2x —3 y comparar con la grifica de y = 2x.
Primero construimos una tabla de valores, luego representamos graficamente y comparamos.
y

La grafica de y = 2 x — 3 es una linea recta desplazada 3 unidades hacia abajo a partir de la grafica
dey=2x.
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Teorema

La grafica de una ecuacién de la forma y = mx es una linea recta que pasa por el origen.

La grifica de y = mx + b es una linea paralela a y = mx que tiene como ordenada al origen al
ndamero b.

Intentar lo siguiente
Representar graficamente y comparar con la graficade y =2 x.
a)y=2x+1b)y=2x-4

2.4.1.2. Rectas Perpendiculares

Si dos rectas se intersecan en dngulos rectos, son perpendiculares.

Teorema
Dos rectas no verticales son perpendiculares si y sélo si el producto de sus pendientes es —1.

Ejemplo: Determinar si las graficas de 5
y=4x+10y 4y=-5x+4 son
perpendiculares.

Solucién. Primero encontramos la
forma pendiente — ordenada al origen
resolviendo para vy.

y=§x+2yy=—%x+1
El producto de las pendientes es — 1; es
decir, 2 .(— E) = -1

5 4

Las rectas son perpendiculares.

Intentar lo siguiente
Determinar si las graficas de los siguientes pares de ecuaciones son perpendiculares:

a)2y—x=2 y y+2x=4 b)3y=2x+15y 2y=3x+10

2.4.1.3. Determinacion de la Pendiente de una Recta
Si observamos el grafico vemos una recta sobre la que hemos marcado dos puntos. A medida que
vamos de Py a P, el cambio en x es x> — x1. Andlogamente, el cambio en'y es y2 —yi.

La razén de cambio en y dividido por el cambio en x se llama pendiente de la recta.
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Es comdun utilizar la letra m para designar pendientes.

-
Definiciéon s
La pendiente m de una recta es el
cambio en y dividido por el

cambio en x, dicho en forma : ™
s Y2y P X V) =5
matemdtica: m = === P |
2741 O
Donde (x1,y1) y (x2,¥,) son dos Bt A //_/ 1\
. ) c
puntos cualesquiera de la recta, y /-—_ 0 1 iE
X2 # X1. i3 52 T
;é / X; X, cambio &n

Para hallar la pendiente de una recta, se utiliza las coordenadas de dos puntos cualesquiera para
determinar el cambio en y asi como el cambio en x. Después se divide el cambio en y por el cambio
en Xx.

Ejemplo: Los puntos (1, 2) y (3, 6) estdn en una recta. Encontrar su pendiente.

y
A

Solucion.
cambioeny y, —y;

~ cambio enx X, —x
mE3o1T

N

Si utilizamos los puntos (1, 2) y (3, 6) en sentido inverso, encontramos que el cambio en y es
negativo y el cambio en x es negativo. Obtenemos el mismo nimero para la pendiente.
2—6 —4
m=—=—= 2
1-3 =2
Cuando calculamos el valor de la pendiente, el orden de los puntos no importa en la medida en que
calculemos las diferencias en el mismo orden.

Los puntos (0, 0) y (—1, —2) también se encuentran sobre la recta. Si utilizamos estos puntos para
calcular el valor de la pendiente, obtenemos lo siguiente:

_—=2-0 -2
S -1-0 -1

m 2
La pendiente serd la misma, independiente del par de puntos que utilicemos. Vemos que esta recta
asciende de izquierda a derecha y tiene pendiente positiva. Si una recta desciende de izquierda a
derecha tendré pendiente negativa.
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Intentar lo siguiente

Calcular la pendiente de la recta que contiene a cada par de puntos.
a) (1, )y (12, 14) b) (3,9)y (4, 10) ¢) (0,9 y(5,7) d)(7,2)y (6,3)

2.4.1.4. Ecuacion Punto — Pendiente de una Recta

Si conocemos la pendiente de una recta y las coordenadas de un punto sobre ella podemos encontrar
una ecuacion para la misma.

Teorema
La ecuacion punto — pendiente

Una recta que pasa por (X1, y1) con pendiente m tiene por ecuacion (y —y1) = m (X — X1).

Ejemplo 1: Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por (1/2, —1) con pendiente 5.

Solucién. (y—y1) =m (X —X1)
y—(-1)=5(x-1/2) Sustituyendo
y+1=5(x-1/2)

y =5 x — 7/2 Simplificando

Ejemplo 2: Encontrar la ecuacion de la recta que tiene ordenada al origen 4 y pendiente 3.
Solucién. (y —y1) =m (X — X1)

y —4 =3 (x - 0) Sustituyendo

y =3 x + 4 Simplificando

Intentar lo siguiente

a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—2, 4) con pendiente — 3.
b) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—4, —10) con pendiente 1/4.

¢) Encontrar la ecuacion de la recta cuya abscisa al origen es 5 y pendiente — 1/2.

2.4.1.5. Ecuacion de la Recta que Pasa por Dos Puntos

Dados dos puntos, podemos encontrar la ecuacion de la recta que pasa por ellos. Si encontramos la
pendiente de la recta dividiendo el cambio en y por el cambio en X, y sustituimos este valor por m
en la ecuacion punto — pendiente, obtenemos la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos.
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Teorema
Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

La ecuacion de cualquier recta no vertical que pasa por los puntos (X1, y1) y (X2, y2) se calcula con la
férmula:

Y2 =N
X2 — X1

y—y1=( )(x—xl)

Ejemplo 1: Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2, 3) y (1, —4).

Solucién. Primero encontramos la pendiente y después sustituimos en la férmula los dos puntos.

Tomamos (2, 3) como (x1, y1) y (1, —4) como (x2, y2).

—4 -3
1-2

y-3=(—)@-2

3=/ 2
y - —_—1(X— )

y-3=7 (x-2)
y-3=T7x-14
y =7x-11

Podriamos haber tomado (1, —4) como (X1, y1) y (2, 3) como (x2, y2) y haber obtenido la misma
ecuacion.

3-(=4)

51 (x=1)

y-(=4) =

Simplificando: y =7x-11

Intentar lo siguiente

Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos sefialados:
a) (1,49 y(,-2) b)(3,-6) y (0,4)

2.4.2.1. Representacién Grifica de un Polinomio tipo: ax? + bx + ¢

A continuaciéon mostramos una férmula que proporciona las soluciones de cualquier ecuacion
cuadrética.

Teorema

La féormula cuadratica o formula de Bhaskara

El conjunto solucién de cualquier ecuacién de segundo grado, ax? + bx + ¢ = 0, estd dado por: S =
{ r1, 2}, donde
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_—b+\/b2—4ac —b—+b*-4ac

! 2a g 2a

Ejemplo I: Resolver 3x? + 5x = —1.
Solucién: Primero hay que encontrar la forma estidndar y determinar a, b y c.
3x2 + 5x+1=0 donde a=3,b=5,c=1

Después, hay que utilizar la férmula cuadrética.

_ —b+b*—dac —-5+5-43.1 i _ —b—~Jb*—dac -5-5-43.1

| . = o 2a 2.3
. -5+ \/E —5— \/E ' .
Entonces las soluciones son: 7; = 6 y n= e y por lo tanto el conjunto solucién
vendra dado por: S:{ —5;\/3 ’—5_6\/1_3 }

Cuando se utiliza la férmula cuadrética, las soluciones que se obtienen son las de la ecuacién
original a menos que se haya cometido un error de célculo.

Intentar lo siguiente
Resolver utilizando la férmula cuadritica: a) 3x2 + 2x =7 b)5x2+3x=9

2.4.2.2 Discriminante

La expresiéon b? — 4ac de la férmula cuadritica se llama discriminante. Con este niimero podemos
determinar la naturaleza de las soluciones o raices de una ecuacion cuadrética.

Teorema

Una ecuacién ax? + bx + ¢ =0, con a # 0 y coeficientes reales, tiene

a) Exactamente una raiz real si b% - 4ac =0.

b) Dos raices reales si b? - 4ac> 0.

¢) Dos raices complejas, no reales, que son conjugadas entre si cuando b? - 4ac< 0.

Ejemplo I: Determinar la naturaleza de las raices de 9x? — 12x + 4 = 0
Solucién. a=9, b=-12 y c=4
Calculamos el discriminante b? - 4ac = (—=12)>-4-9-4=144—-144=0
Solo hay una raiz y ésta es un ndmero real.
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Ejemplo 2: Determinar la naturaleza de las raicesde x> + 5x + 8 = 0
Solucién. a=1, b=5 y ¢c=8
Calculamos el discriminante b? - 4ac=(5)>-4-1-8=25-32=-7

En vista que el discriminante es negativo, la ecuacién no tiene raices reales. Sus raices son
complejas y conjugadas entre si.

Ejemplo 3: Determinar la naturaleza de las raicesde x> + 5x + 6 = 0
Solucién. a=1, b=5 'y c=6
Calculamos el discriminante b? - 4ac =(5)*-4-1-6=25-24=1

Como el discriminante es positivo, hay dos raices reales distintas entre si.
Intentar lo siguiente

Determinar la naturaleza de las raices de cada ecuacidon

a)x2 +5x—-3=0 b)9x? —6x +1=10 )3x2—-2x+1=0

2.4.2.3. Vértice de la parabola que representa a la funcién cuadratica

Al punto que representa el vértice de la pardbola cuadritica lo podemos generalizar como: V(x,, yy)
, donde el valor de abscisa es el valor medio o media aritmética entre las raices de la ecuacion

+
correspondiente, es decir: x, =% y V, = f(x,). También se puede calcular la abscisa
mediante la férmula: x,, = — %
v I
Wk —~ {
Ejemplo: y = 2x%*- 12x + 10 -\ i
__(c12) 10 ‘
Xy = 22 3y 5 / 3
¥ = f(3)=-8 E\\ 7 =)= / - =
Ceros de la funcion: 2 \\
xi=5yx2=1 =31 i s i
Estos valores se hallan utilizando la i \ 4 i / =] ]

féormula cuadratica.

La ordenada al origen: 10.

klh l‘LnLLuL
N

2.4.3 Revision de Graficas de Funciones Polinomicas

Considérense las siguientes funciones polinémicas
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fi(x) = 2x — 5f,(x) = —5x% + 20x — 20

f3(x) = 4x? + 2x3 — 6xf,(x) = x* — 4x?

Las dos primeras son funciones polindmicas conocidas, podemos anticipar que sus gréficas serdn
una recta y una pardbola, respectivamente. En general, para obtener algunos puntos que permitan
bosquejar las gréficas de las funciones polindmicas se deberdn asignar distintos valores a la variable
“x”, calcular sus correspondientes imagenes y luego representar en un sistema de ejes cartesianos
los puntos de coordenadas (x; , f(xi)).

(Cudntos valores se necesitaran? ;Qué valores deberdn asignarse a “x”’?
En busqueda de respuesta a estas cuestiones consideremos lo siguiente:

» Existen en el grafico puntos de especial interés, ellos son los puntos de corte con los ejes
coordenados. Sobre el punto de corte con el eje vertical existe informacién explicita en la expresion
de la funcién polinémica; en efecto el término a,, ordenada al origen!, indica el valor que asume la
funcién polinébmica cuando x = 0. Asi, para las funciones dadas las ordenadas al origen serdn:

Ordenada al origen
filx) =2x-5 -5
fo(x) = =5x?% 4+ 20x — 20 -20
f3(x) = 4x? + 2x3 — 6x 0
fa(x) = x* — 4x? 0

* Averiguar acerca del punto de corte con el eje horizontal, la abscisa al origen, implica averiguar
para qué valor de x la funcién polinémica se anula, es decir, encontrar las raices® de la ecuacién
fi(x) = 0. Estas raices se pueden obtener facilmente a partir de la factorizacién de la funcién
polindmica y de la determinacién de los valores de x que anulan a cada uno de los factores.

Los pasos para la obtencion de las raices de las funciones polindmicas consideradas se consignan en
la siguiente tabla:

Ceros de
. ) 1
. coL Ecuacién para hallar Expresiones 4
Funcién polindmica s funcion
los ceros de equivalentes .
o Raices
fix) =0 de la
ecuacion
= 2x — —-5= 5 5
filx) =2x-5 2x—5=0 2<x——)=0 2
2
fo(x) = =5x24+20x—20 | —5x2+20x—20=0 —5x%?—4x+4)=0 2

Por tratarse de la ordenada del punto de abscisa cero.
2Valores de x que satisfacen las igualdades planteadas.
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—-5(x—-2)2%=0 Raiz
doble

f3(x) = 4x? + 2x3 — 6x 4x2+2x3—6x=0 2x (x2+2x—-3)=0 | 0,1y-3
2x(x—-1)x+3)=0
fi(x) = x* — 4x? x*—4x2 =0 x?(x>—-4)=0 0,2y-2
x2(x+2)(x—2)=0

Factorizar las funciones polindmicas 1, 2 y 4 resulto sencillo debido a que una vez extraido el factor
comun los polinomios obtenidos eran: un binomio, un trinomio cuadrado perfecto o una diferencia
de cuadrados, por lo tanto fue posible recurrir a las técnicas de factoreo conocidas. Para la funcion
polinémica 3 se pudo recurrir a dos procedimientos, utilizar el teorema del factor, encontrando el
valor dec que anula al polinomio en cada caso, por “ensayo y error’”’; o bien, extraer factor comin
2x y luego utilizar la férmula resolvente para determinar las raices del polinomio de grado dos.
Obtenidos los puntos de corte con los ejes coordenados, se tendrdn los primeros puntos para
graficar.

Para el caso de la funcién polindmica de grado uno, a partir de estos dos unicos puntos serd posible
determinar la recta correspondiente.

Algunos puntos que permiten bosquejar la | Gréfica de la funcién polindmica
gréfica
filx)=2x-5

0 r . * -

4 i 2 —<

2

-3

-4

5

ol

En el caso de las restantes funciones polindmicas, los puntos de corte con los ejes coordenados
serdan dos o més puntos por los que pasard la grafica de la funcién.

Para obtener otros puntos que permitan bosquejar la grafica se deberdn asignar nuevos valores a la
variable “x”, tomando como referencia los puntos de corte con el eje horizontal, y calcular sus
correspondientes imédgenes. Estos puntos obtenidos dardn idea de cémo serd la gréfica, como se
muestra a continuacion:

fo(x) = =5x% 4+ 20x — 20
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] 1 i . 4
a0 6
°
=)
f3(x) = 4x? + 2x3 — 6x
”
e a A
o 30
-
: 20
-
. i~ . 0
-4 =3 2 a 1 2 3 4 ;
=10
=20
fa(x) = x* — 4x?
5
[ ] [ ]
o
S
e
: * o ’ :
w3 2 [ 2 a ! 1
i

Intentar lo siguiente

1. Utilizando las raices y el término a,, graficar los siguientes funciones polinémicas de primer y de

segundo grado.

a) Px)=—3x+1

b) P(x) =%x+5
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c) P(x) = —3x%2 + 27 d) P(x) =3x*+3x—18

2. A partir de las gréficas de las funciones polindmicas dadas a continuacion determinar las raices
reales y utilizarlas para iniciar la factorizacién de la funcién dada. ;Qué se puede decir de las
restantes raices son reales o complejas? ; Alguna de ellas serd una raiz multiple? Justifique.

Lo, 5 A - 8

et
b

filx) = x3 +2x? — 2x — 12 =

fo(x) = x> — 5x3 + 4x

y
e T - 14}

fa(x) =x*+3x3—2x2-12x—8

ke s i
(==L l=r ) B-SICRA
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2.5 APLICACIONES DEL FACTOREO

2.5.1 Simplificaciéon de Expresiones racionales

El cociente de dos polinomios P(x) y Q(x) se denomina expresion racional. Si estos polinomios

: S, L. Px
tienen en comun algin factor entonces es posible simplificarlo y escribir 000 en forma mas
sencilla.
. . x%2-5x-6 ' ’
Por ejemplo en la expresion se tiene que x = —1 es raiz del numerador y del
x3+1

denominador. Asi ambos podran ser escritos como producto donde uno de los factores serd x- (-1),
es decir x + 1:

x*=5x—-6  (x+1x-6)  x—6
x3+1 (x+DE2—-x+1) x2—x+1

El numerador tiene una raiz x = 6 y el denominador tiene raices complejas conjugadas.

Como no comparten raices, carecen de factores comunes y no es posible simplificar mas la ultima
expresion. Finalmente se obtiene que

x2—5x—6 x—6
3 = Para x # -1
o x*+1  xc—x+1 ' _
Nota: La condicion x # —1 debe ser considerada porque las expresiones en ambos miembros son
equivalentes para cualquier valor de x excepto para x = —1, donde la expresion original no esta

definida.
Intentar lo siguiente

Simplificar las siguientes expresiones racionales.
x2+6x+5 2x3—x%2-2x+1
— b) >

x2-1

xX?—x-2
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TRABAJO PRACTICO UNIDAD 2
FUNCIONES POLINOMICAS

1. Dadas las siguientes funciones polindmicas:

P(x) =2x—4 Q(x) =4x*+2x>—6x  R(x) = —6 —3x + 3x*
S(x) =x*—x3—6x T(x)=5-—x

Indicar el grado de cada una de ellas y determinar los coeficientes de los términos de grado cero,
uno, dos y cuatro.

2. Indicar cuéles de los resultados son incorrectos. En ese caso, corregirlos:

a) x+x+x=3x b) x3.x =2x* ) (x+2)2=x*+4
d) 2x? + 3x? = 5x? e) 2x2%.3x% = 6x* f) 2x2% + 3x3 = 5x°
g) (3x)? = 3x? h) x%:x =x° i) x%+x2=2x2

3. Dados los siguientes polinomios:

P(x) = 4x3 +x? — 2x — 13 Q(x) =2x*+3x+9 R(x)=—x3+2
S(x)=x-5 T(x) = 2x? U(x) = —2x°> +x% —x
Encontrar:
a) —3-Q(x) P(x) +Q(x) ) Qx) —-UX)
d) P(x)+4R(x) T(x) Q(x) f) S(x)-R(x)
g) T R +U(Xx) [S(x)]? ) [R()]?

4. Dados los siguientes polinomios:

i- Predecir el grado de cada uno de ellos.
ii- Reducirlos a su minima expresion.

a) P(x)=7x—(B3—x)—2x b) P(x) =(7x+5)— (2x+3)

c) Px)=(x+2).(x—2) d) P(x)=(3—-5x).(3+5x)

e) P(x)=(-2x—-13).(3x+6) f) P(x) =2x%.(2x +1—10x?)

g) P(x) = (Vx —10).(¥x + 10) hy P(x) = (x®+3x2+3x+1)— (x> +2x +1)

5. Se dan los siguientes polinomios:
P(x) =x?—6x+4 Qx)=x—1 RXx)=x2+6x—4 Q(x)=4-—x?

Se pide, obtener mediante operaciones entre los mismos, un polinomio con las caracteristicas
indicadas en cada caso:

a) De dos términos b) De grado 3.
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c) De grado 5. d) Nulo.
e) Sea un monomio en “x” con coeficientes f) Sea un cuatrinomio de tercer grado.
positivos

6. Utilizar el algoritmo de la divisiéon para encontrar el cociente y el resto de las siguientes
divisiones entre polinomios, en los casos en los que sea posible, utilizar la regla de Ruffini para
hallar cociente y resto:

a) (8x*—8x2%+6x+6): (2x% —x)

b) (—8x®+ 10x* —8x3 — 11x2 + 17x + 9): (2x? + 3x + 1)

c) (5x+2x3—-3):(x+2)

d) B =x24+7):(x—-1)

e) (x3+9x2—-3x—-1):(2x—1)

i- Verifique cada resultado teniendo en cuenta la relacién entre dividendo, divisor, cociente y resto:

P(x) = Q(x) - €C(x) + R(x)

ii- Escribir el resultado de las divisiones dadas teniendo en cuenta que:

P(x R(x
() _ ¢ 4 RO
Q(x) Q(x)
7. Completar el factor que hace falta para que se cumplan las igualdades:
a) 2x3+8x= (x2+4) b) 3ax? —a*x = (3x — a)
c) (—5x? + 4x) = —15x?% + 12x d) (z _ xz) _ %xz _ §x4

8. Factorear el polinomio P(x) extrayendo como factor comun el indicado en cada caso:
P(x) = 4x° + 2x% — 10x® + 20x3
a) %x b) 4x? c) 5x*

9. Dadas las siguientes divisiones:

a) (x*+x3+3x—1):(x—-2) b) (x°>—32):(x—2)
c) (—2x*+x%+4):(x+3) d) (l _ x3) (x—2)
8 2
e) (x*—3x3+7x2-2x+1):(x+2) f) (x3—4x-1):(x+0,5)

i- Utilizar el teorema del resto para establecer si el polinomio dividendo es divisible por el
polinomio divisor.

ii- Cuando sea posible, factorearlo en termino del divisor, aplicando la regla de Ruffini para
encontrar el cociente.
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10. Teniendo en cuenta que: “un polinomio P(x) tiene un factor x — ¢, si y s6lo si P(c) =0”
(Teorema del factor).

i-Establecer si el binomio dado x — ¢ es un factor del polinomio P(x). Si lo es, factorice P(x).

a) P(x)=x3>+6x2+11x+6 x+1
b) P(x) =x3+5x%—2x—24 x—3
c) P(x)=—-x3+7x+6 x+2
d) P(x)=x3-6x>+11x—6 x—1

ii- Establecer si existe un factor x — ¢ para los siguientes binomios. En caso afirmativo,
factorizar los binomios dados en termino del factor encontrado.

a) x2+4 b) x2—4 c) x2—-1

d) L —x3 e) 2+x3 f) x°>—32
8

9 x*—5 h) 16x2—9 D 2—x3

11. Para cada polinomio de segundo grado, encontrar los factores x — c.

a) P(x) =—x?>+2x+6 d) P(x)=—-x?>+1
b) p(x)=%x2 e) P(x)=x%>+4x+4
©) P(x)=2x*-2x—4 f) P(x)=—§x2+2x—3

i- Factorear los polinomios dados en termino de uno de los factores encontrados.
ii-Escribir los polinomios dados como producto de sus factores.

iii-Dar la expresion general de la forma factoreada del polinomio de segundo grado.

12. Dadas las siguientes funciones polindmicas:

P(x) =2x—4 Q(x) =4x2+2x3—6x  R(x) = —6 — 3x + 3x?
S(x) =x*—x3—6x T(x)=5-—x
i-Encontrar el valor de la funcion polinémica para los valores de “x” que se indican:
x1 x2 .X3 _X4 x5 x6
=0 =3 =-3 =1 =-2 =—1

ii-Ubicar algunos puntos (x;, P(x;)) en un sistema de ejes cartesianos e indicar en cuales de las
funciones polindmicas es posible anticipar su gréafico.

13. Sabiendo que la forma general de la funcién polinémica es:

P(x) = ag + a;x + azx* + - + a,x"
i-Determinar a partir del gréfico:

a) Elvalorde “ay,” y completarla.
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b) Las raices reales de cada funcién polindmica.

ii-Verificar las raices halladas, resolviendo las ecuaciones P(x) = 0, a partir de la factorizacién
de las funciones polindmicas dadas. Individualizar las raices multiples.

a) P(x)=—%x+a0 b) P(x) =3x%—3x+a,
Y\ ¥
40
0.5 30
% 20
-1 1 2 3 4 10
-0.5
X
| -4 -2 10/ 4
-20
¢) P(x) =—5x*+20x + a, d) P(x) = a,
Y v
X
-2 /2 4 6 é
2 1.5
40 .
-60 0.5
-30 b4
-1 -0.5 0.5 1 1.5 2
e) P(x)=x3—4x+a,
f) P(x) =x*—4x%+ a,
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x

-4 2 . 2 4 IR L .
-2
-10 -4

g) P(x)=x*—6x3+8x?+aq,
y

¥
20 /
15 /\ 10
10 X
& A 4
L - -20
-2 =5 2\/‘1 -30
-10 -40 1
i) P(x)=—x*+4x3—-2x%— i) P(x) =x3—6x%+12x + a,
4x + a, !
v /

[oN]

X
\ 4 -2 2 4
x =5
=3 =2 1 1 Z 4

-4
-5 1
k) P(x) =2x?—4x + a, ) P(x)=x>—5x3+4x+ a,
¥ v
20
10 !
15 /
5
10 P\\___, x
3 2 -1, AW 3
. ~10
=5 1 2 3 4
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14. i) Utilizando la raiz y el término “a,”, graficar las siguientes funciones polinomicas de primer

grado:
a) x+2y =4 c) P(x):§x+3 d) y=-5x
b) x+2y=6 e)x-2=y f) 3p+6q =12

ii) Hallar la expresidn analitica de la recta cuya gréfica es la dada e indicar las coordenadas de un

punto perteneciente a la recta que se ubique en el tercer cuadrante:
Y

/

A6}
RiY

71T 5 1F

/

15. i- Hallar la ecuacién de la recta que pasa por P(-1,2) y cuya pendiente es -1/3.
ii- Encontrar la ecuacion de la recta que contiene al punto dado con la pendiente indicada:
a)(3,2);m=4 b) (-6,4); m= Y2 ¢) (0,-7); m=0 d)(-5,-2); m=-1

ili- Los puntos (1,2) y (3,6) estdn en una recta. Encontrar su pendiente y la ecuacion
correspondiente.

iv- Calcular la pendiente, si existe, de la recta que pasa por cada par de puntos. En cada caso,
escribir la ecuacion pendiente- ordenada al origen de la recta.

| N o 11Y(33
a) (5,0); (6,8) b) (0,7); (-2,9) ©) (-2,-4);(-9,-7) d) (2,4}[2,4)

16. i- Determinar si las graficas de cada par de ecuaciones son paralelas:
aA)x+6=y ;yx=-2b)y+8=-6x , -2x+y=5¢)2x-T=y , y-2x=8

ii- Escribirla ecuacién de la recta que pasa por el punto (-1, 3) y es paralela a la recta 2x +y =10
iii-Determinar si las graficas de las rectas son perpendiculares

a)5y=4x+10 y 4y=-5x+4 Db)y=4x-5; dy=8-—=x ¢) 2x-5y=-3;2x+5y=4

2 2
17. Representar la grafica de la siguiente funcién: a) ¥ =% *4 by f (x)=-2x* + 4x

18. Graficar las funciones polinémicas del ejercicio 11 indicando las raices, ordenada al origen y las
coordenadas del vértice.

19. Graficar las siguientes funciones polindmicas de segundo grado cuyas raices son nudmeros
complejos:
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a) P(x) =x%?+1 b) P(x) =x2—4x+5
c) P(x) =—x*>—4 d) P(x)=x?+2x+10

20. Simplificar las siguientes expresiones racionales:

x? 9y?+12y8-15y° 4x%2+12x+9
a) x2+2x €) 3y3 g) 4x2-9
2_ 2x—4 3442
n“-—1 2x°+x“—=3x+1
b) 3 2 f) 3 2 h)
n3-n2+n-1 X°+5x%—-2x—-24 2x—1
o) 3x%2+x—-10 ) 3x%+3x—6 i) n-1
5x—3x2 g 2x24+6x4+4 n?-1
2 3
xX“—5x 8—x
d h
) 5—x ) x2-2x
e) x3—x ) —-6a349a-12a°
x3-2x%+x -2a3

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Con 200 metros de valla queremos acotar un recinto rectangular aprovechando una pared:

- 200m————
[ |

a) Llama x a uno de los lados de la valla. ;Cudnto valen los otros dos lados?
b) Construye la funcién que nos da el area del recinto.
2.SeaPyx)= ax’ +6x—4
a) ;Cual debe ser el valor de “a” para que “(x—(%2))” sea factor de P(x)?
b) Para a =- 2, grafique P() a partir de las raices y el vértice.
3. Si en una divisién de polinomios la Regla de Ruffini dio:
1 2 0 -1 1

2 2 0 0 -2
1 0 0 -1 -1

a) ;Es exacta la division?. ;| Porqué?
b) Escriba el polinomio dividendo.
c) (El divisor es “—x +27?

d) Use el algoritmo de la divisién y compare resultados.

Secretaria Académica F.C.E.Q. y N. — U.Na.M.: Tel. 376 — 4435099 / 4422186 int. 148
academica@fceqyn.unam.edu.ar // ingreso@fceqyn.unam.edu.ar



mailto:academica@fceqyn.unam.edu.ar
mailto:ingreso@fceqyn.unam.edu.ar

UNIVERSIDAD NACIONAL DE MISIONES
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Ingreso 2021

UNIDAD 3: ECUACIONES DE PRIMER GRADO

3.1. ECUACIONES CON UNA INCOGNITA

3.1.1. Ecuaciones de Primer Grado con una incégnita

Se dice que una ecuacién es entera cuando las incOgnitas esta sometidas Unicamente a las
operaciones de suma, resta y multiplicacion.

Definicion
Una ecuacion entera con una incognita se dice de primer grado o lineal, cuando el mayor grado con
que figura la incognita es el primero.

Una proposiciéon como 3 (x + 3) = x + 5 es un ejemplo de una ecuacion de primer grado o
ecuacion lineal, porque la variable x sélo aparece elevada a la primera potencia. También se dice
que es una ecuacion condicional; es cierta para ciertas sustituciones de la variable x, pero no para
otras. Por ejemplo, es verdadera cuando x = —2, pero es falsa para x = 1. Por otro lado, una
ecuacion como 3 (x + 2) = 3x + 6 se llama identidad porque es verdadera o vdlida para todos los
numeros reales X.

Resolver una ecuacion quiere decir determinar los numeros reales “x” para los cuales la ecuacién
dada es verdadera. Dichos nimeros reales se denominan soluciones o raices de la ecuacion dada.

Resolvamos la ecuacion 3(x + 3) = x + 5. La estrategia es reunir todos los términos donde aparezca
la variable, de un lado de la ecuacidn, y las constantes del otro.

El primer paso es eliminar el paréntesis aplicando la propiedad distributiva del producto respecto a
la suma:

3x+3)=x+5

3x +9=x+5

3Xx+9+(9)=x+5+(9) Sumando (—9) a cada lado de la ecuacion
3x=x-4

3x+(x)=x-4+ (%) Sumando (—x) a la ecuacion

2x=—4

%Zx = % (—4) Multiplicando a cada lado por ;

x=—2

Para verificar que x = —2 es la solucion de la ecuacion, se reemplaza x = -2 en la ecuacidn original:
3[(-2)+3]=(2)+5 — 3=3

| No se debe decir que (—2) es una solucidn hasta que no se haya comprobado.

En la solucién anterior hemos empleado las dos propiedades basicas de la igualdad.
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Propiedad de igualdad en la suma
Para todos los nimeros reales, a, by c, sia=b entoncesa+c=Db +c.

Propiedad de igualdad en la multiplicacion
Para todos los nimeros reales, a, b y c, si a =b entonces ac = bc.

La importancia de estas dos propiedades reside en que producen ecuaciones equivalentes,
ecuaciones que tienen las mismas raices. Asi, la propiedad de la suma convierte a la ecuaciéon 2x —
3 =7 en la forma equivalente 2x = 10.

Regla

Para resolver una ecuacion de primer grado con una incOgnita, se suprimen los paréntesis en caso
que los haya. Se trasponen los términos de modo que todos los que contienen a la incégnita queden
en el primer miembro y los independientes en el segundo; se reducen los términos en cada
miembro, y, en caso que la incognita quede afectada por un coeficiente, se pasa éste al segundo
miembro. Efectuando las operaciones, queda determinada la solucién. Si al despejar la incognita
resulta precedida por el signo menos, se multiplican ambos miembros de la ecuacion por (—1).

Intentar lo siguiente

Resolver las siguientes ecuaciones enteras de primer grado:

a)x+3=9 b)2x+5=x+11 O)3x-—1)=2x+7
d)5Sx—-3=3x+1 d)2x+2)=x-5 e)d(x+2)=3x-1)

3.1.2 Ecuaciones Racionales de Primer Grado

Se dice que una ecuacion es racional cuando por lo menos una de las incognitas figura en el
denominador.

3
Ejemplo 1: Resolver P 4

Solucién: 3 =4 (1-x) Sabiendo que x # 1, se multiplica ambos miembros por (1 — x)
3=4—-4x Utilizando la propiedad distributiva del producto respecto a la resta
4x —4 =-3  Multiplicando ambos miembros por —1 y ordenandolos

4x =4 -3 Sumando 4 a cada lado de la ecuacion

1 o . . 1
x =7 Multiplicando ambos miembros por "

Luego, 1/4 es raiz de la ecuacion dada. En efecto, al sustituir ese valor en la ecuacion dada, esta se
satisface.

X 2 1+x

Ejemplo 2: Resolver — =
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Recordando que (x - 3) (x + 3) = x2 - 9 (diferencia de cuadrados)
x(x+3)-2(x-3) _ 1+x

Sumando fracciones con distinto denominador.

x2-9 x
x*+3x—-2x+6 1+x
x2—-9 T x

x%2+x+6 _ 1+x
x2-9

€,

X"y por “x

. Sabiendo que x # 0, x # 3 y X # -3, se multiplica ambos miembros por
2 97

x(x2+x+6)=((x%*-91 + x) Aplicando propiedad distributiva del producto respecto

a la suma algebraica.

x3 + x% + 6x = x*-9x — 9 + x>  Reduciendo términos semejantes

6x + 9x = —9 Sumando 9x a ambos miembros de la ecuacion
15x = =9 Multiplicando ambos miembros por 1/15
3
X =—=
5
., X 2 1+x . . .. 3
La ecuacidén — = tiene por conjunto solucién S = {—=}
x—3 x+3 X 5
Regla

Para resolver una ecuacién racional con una incégnita se reducen las fracciones de cada miembro al
minimo comun denominador; mediante simplificaciones y pasaje de denominadores se transforma
en una ecuacion entera. Resuelta ésta, es necesario probar si las raices halladas satisfacen a la
ecuacion racional propuesta.

Cuando se resuelven ecuaciones racionales puede suceder que la supresion de los denominadores
que contienen a la incégnita haga aparecer raices extrafias, es decir, nimeros que satisfacen a la
ecuacion transformada, pero que no satisfacen a la ecuacién dada. Por consiguiente, cuando se
resuelve una ecuacion racional, es necesario verificar siempre la raiz hallada.

Intentar lo siguiente

Resolver las siguientes ecuaciones racionales:

x—3 4 2 1 4x 2x
a)— = - b) =~ -——=2 ) 5—=—
x+3 5 x—1 x+1 x2—4  x+2

Exploremos ahora la soluciéon de problemas. Lo que haremos es traducir el enunciado de un
problema al lenguaje matemético adecuado, y desarrollar una ecuacién que podamos resolver.
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3.1.3 Aplicacion a la Resolucion de Problemas

Reglas para Resolver Problemas

1. Lea el problema. Haga una lista de la informacién disponible.

2. ;Qué es lo que se debe determinar? Introduzca una variable y defina lo que representa. En caso
de ser posible trace una figura o use una tabla si es necesario.

3. Formule una ecuacidn.

4. Resuelva la ecuacion.

5. (Parece razonable la respuesta? ;Ha contestado usted la pregunta que aparece en el problema?

6. Compruebe su respuesta con la ecuacion en el problema original.

7. Describa la solucion del problema.

Problema 1: La longitud de la base de un rectdngulo es 1 cm menos que el doble de su altura. El
perimetro es 28 cm. Determine las dimensiones del rectangulo.

Solucién

1. Vuelva a leer el problema y trate de imaginar la situacion que se describe. Tome nota de toda la
informacion que se da en el problema.

La longitud de la base es uno menos que el doble de la longitud de la altura.
El perimetro es 28.

2. Determine qué es lo que se pide contestar. Introduzca una variable adecuada, que normalmente
representa la cantidad que se debe determinar. Cuando sea apropiado, haga una figura.

Representando la longitud de la altura con w. Entonces, 2w — 1 representa la longitud de la base.

W

2w-1
3. Con la informacion disponible, forme una ecuacion donde intervenga la variable.

El perimetro es la distancia que se recorre alrededor del rectingulo. Esto proporciona la
informacidn necesaria para escribir la ecuacion.

w+QR2w-1)+w+Q2w—-1)=28
4. Resuelva la ecuacion.

w+Q2w—-1)+w+Q2w—-1)=28
wW+2w—1+w+2w—-1=28

6w —2 =28
6w =30
w=>5

5. Regrese al problema original para ver si la respuesta obtenida tiene sentido. ;Parece ser una
solucion razonable? ;Quedo contestado lo que pregunta el problema?
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El problema original preguntaba las dos dimensiones. Si la longitud de la altura, w, es 5 cm.,
entonces la longitud de la base, 2w — 1, debe ser 9 cm.

6. Compruebe la solucion por sustitucion directa de la respuesta en el enunciado original del
problema.

Como comprobacién, vemos que la longitud de la base del rectdngulo, 9 cm., es 1 cm menos que el
doble de la altura, 5 cm., tal como lo dice el problema. También, el perimetro es 28 cm.

7. Por ultimo, describa la solucion en términos de las unidades correctas.

Las dimensiones son: 5 cm. por 9 cm.

Problema 2: Un automdvil sale de cierta poblacién a mediodia, y se dirige hacia el este a 40
kilémetros por hora. A las 13 horas otro automdvil sale de la poblacion, viaja en la misma
direccion a una velocidad de 50 kilometros por hora. ;Cuéntas horas tarda el segundo vehiculo en
rebasar al primero?

Solucién: Con frecuencia, los problemas de movimiento de este tipo parecen dificiles, cosa que no
deberia ser. La relacion bdsica que debemos recordar es que la velocidad multiplicada por el
tiempo es igual a la distancia (r x t = d). Por ejemplo, un automévil viajando a una velocidad de
60 kilémetros por hora, durante 5 horas, recorre 60 x 5 = 300 kilémetros.

Necesitamos volver a leer el problema y ver qué parte de la informacion que ahi aparece puede
ayudar a formar una ecuacidon. Los dos automdviles viajan a distintas velocidades y durante
distintos tiempos, pero ambos viajardn la misma distancia desde el punto de partida hasta que se
encuentran. La pista es la siguiente: Representar la distancia que viaja cada uno e igualar estas
cantidades.

Usaremos la x para representar la cantidad de horas que tardard el segundo automdvil en rebasar al
primero. Entonces éste, que ha comenzado una hora antes, viaja x + 1 horas hasta el punto de
encuentro. Es util resumir esta informacion en forma de tabla.

Velocidad Tiempo Distancia
Primer automovil 40 x4+ 1 40(x+ 1)
Segundo automévil | 50 X 50x

Al igualar las distancias llegamos a una ecuacion de la que se puede despejar x:
50x=40(x+1) — 50x=40x+40 — 10x=40 — x=4

El segundo automovil rebalsa al primero en 4 horas. Esta respuesta, ;parece razonable?

Comprobamos el resultado. El primer automdvil viaja 5 horas a 40 kilémetros por hora, lo que hace
un total de 200 kilometros. El segundo, viaja 4 horas a 50 kildmetros por hora, y se obtiene el
mismo total de 200 kilémetros.

Respuesta: El segundo vehiculo tarda 4 horas en rebasar al primero.
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3.2. ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
3.2.1. Ecuaciones Exponenciales

Una ecuacion exponencial es aquella ecuacion en la que la incognita aparece en el exponente.

Para resolver una ecuacion exponencial:
1) vamos a tener en cuenta las propiedades de las potencias vistas en la Unidad 1 de este material.
2) y la propiedad: Si son potencias de igual base: igualamos los exponentes: a? = a=>b=c

3) si no es posible igualar las bases de las potencias, aplicamos logaritmo de base conveniente a
ambos miembros.

Ejemplo 1: 2**1 = 32
Descomponemos en factores para conseguir la misma base: 2**1 = 25

Igualamos los exponentes y resolvemos: x + 1 =5 entonces x =4

Ejemplo 2: 2% 14 2% 4 2¥t1 =7

Aplicamos las propiedades de las potencias para descomponer:

X

= +2*4+2%2=7

2
Sustituimos 2* por otra variable y resolvemos la ecuacion: t=2*
SHt42t=7 = t+2+dt=14 = Tt=14 = t=2
Como t=2%, tenemos que: 2=2%

De donde, igualando las bases, x = 1

Ejemplo 3: 4* =15
Aplicamos logaritmo en base 10 a cada miembro (es posible emplear cualquier otra base):
log(4*) =log 15

__log1s
o log4

Por propiedad de los logaritmos: x log 4 = log 15 = = x=1,95

3.2.2. Ecuaciones Logaritmicas

Una ecuacion logaritmica es aquella ecuacién en la que la incognita estd afectada por la
logaritmacion.
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Para resolver una ecuacién logaritmica aplicamos:
1) la definicién de dicha operacion,
2) las propiedades de los logaritmos que vimos en la Unidad 1 de este material,

3) larelacién: log,A = log,C = A=C

Ejemplo 1: logx=3

Utilizando la definicién de logaritmos, tenemos: si logx=3 = x= 103 = x=1000

Ejemplo 2: In(x+3)=4

Utilizando la definicién de logaritmos, tenemos:  si In(x+3)=4 = x+3= e*
x=e*-3 = x= 51,6

Ejemplo 3:  logx® =log6 + 2logx
Aplicando propiedades de la logaritmacion:
logx® =1log6 + log x? = logx® = log 6x*
x3 = 6x2 = x3— 6x2=0 = x*(x—6) =0
Esta ultima igualdad se verificasi x=0 osi x=6.

x =0 no es solucién de la ecuacidn logaritmica porque no existe el log 0. Entonces la solucién de la
ecuacion es: X = 6.

Ejemplo 4: eln*” = 4
Por propiedad de los logaritmos: x2 =4 dedonde x =20 x = -2

S={2,-2}

3.3. ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

Las ecuaciones que tienen mds de una incognita se satisfacen para diferentes sistemas de valores
atribuidos a sus letras. Asi la ecuacion 2x + y = 7 se satisface para infinitos pares de valores

(Y] [}

atribuidos a “x” ya “y”, por ejemplo para:

{x =1 {x =2 {x =4 etcétera
y=>5 y=3 y=-1 :

Estas soluciones se pueden escribir como pares ordenados, asi:
(1,5) 5 (2,3) 5 (4,-1) ; ete.
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Cada uno de los pares de valores que satisface a una ecuacién con dos incégnitas constituye una
solucién de esa ecuacion.

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion de primer grado con dos incégnitas.

3x—y=2y+15
3x—y—2y = 15 Sumando — 2x a cada lado de la ecuacion
3x -3y =15 Reduciendo
3(x—y) =15 Sacando factor comin
x—y=15/3 Multiplicando ambos miembros por 1/3

X—-y =35

€, 9 (Y1)

Luego “x” e “y” seran los infinitos pares de nimeros que cumplen la condiciéon de que su
diferencia sea 5. Entre ellos:

{x=8 {x=3 {x=—4 {x=19/3
y=3 y=-2 y=-9 y=4/3
Como pares ordenados: (8, 3); (3, -2); (-4, -9); (19/3, 4/3); etc.

Cada uno de estos pares de valores es por lo tanto una ecuacién, como puede comprobarse al

(Y]

reemplazar en ella “x” e “y”, respectivamente, por las componentes de cada uno de esos pares.

etcétera.

Toda ecuacion de primer grado con dos 0 mds incdgnitas admite infinitas soluciones.

Esta conclusién se expresa también diciendo que la ecuacion es indeterminada.
Si escribimos en forma genérica una ecuacion de primer grado con dos incdgnitas, obtenemos
ax+by=c

donde a, b, y ¢ son nimeros reales que se llaman, respectivamente: coeficiente de x; coeficiente de
y, y término independiente. Si se despejala y se obtiene una funcién lineal.

En nuestro ejemplo; 3x —y =2y + 15, si despejamos la variable y, se obtiene:

y=x-35 representa la ecuacion explicita de una recta.

3.4. SISTEMA DE ECUACIONES

3.4.1 Sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

Un conjunto de dos o mds ecuaciones que contienen las mismas variables se llama sistema de
ecuaciones. El conjunto solucién de un sistema con dos incdgnitas se compone de todos los pares
ordenados que hacen ciertas a todas las ecuaciones del sistema.
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Sabemos que dos recta no paralelas cualesquiera en un plano se cortan exactamente en un punto.
Para determinar las coordenadas de dicho punto se plantean las ecuaciones de ambas rectas. A
continuacion, por ejemplo, tenemos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables, y sus
gréficas trazadas en el mismo sistema de coordenadas.

{x—yz—l
x+y=3

La gréfica muestra el conjunto solucion del sistema. Su interseccion es el par ordenado (1, 2).

Esto se comprueba mediante una sustitucion.

x—y=-1 S Y -
1-2=-1 s //,/
-1=-1 \3\, _Ly=x+1

+
<
1
W
[S*3
\\
%

WO =
I +
W N
1]
(O8]
N
AN
\\’_.
N
AN
AN
\
\/u/
|
5
+
9%

\
AN
1
=

Puesto que las coordenadas del punto (1, 2) verifican ambas ecuaciones, (1,2) es la solucion.

Si un sistema sélo tiene una solucion, se dice que es la vinica solucion.

3.4.2. Solucion de Sistemas de Ecuaciones

Es posible que la representacion grafica no sea un método eficaz y preciso para resolver un sistema
de ecuaciones de dos variables. Ahora consideraremos otros métodos mas eficientes.

3.4.2.1. Método de Sustitucion

Pasos:
1. Se despeja una de las incognitas en una de las ecuaciones del sistema.

2. Se sustituye en la otra ecuacién dicha incégnita por la expresion obtenida. De ahi el nombre de
método de sustitucion.

3. Se resuelve la ecuacion con una incognita, que asi resulta.

4. Esta incOgnita se reemplaza por el valor obtenido, en la expresion que resulté de despejar la
primera y se calcula asi el valor de est4.

Ejemplo I: Utilizando el método de sustitucion, resolver el siguiente sistema,

84
Secretaria Académica F.C.E.Q. y N. — U.Na.M.: Tel. 376 — 4435099 / 4422186 int. 148
academica@fceqyn.unam.edu.ar // ingreso@fceqyn.unam.edu.ar



mailto:academica@fceqyn.unam.edu.ar
mailto:ingreso@fceqyn.unam.edu.ar

UNIVERSIDAD NACIONAL DE MISIONES
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Ingreso 2021
{ 2x+y=6
3x+4y =4

Solucién. Comenzamos diciendo que (x , y) son las coordenadas del punto de interseccion de este
sistema. Los valores de “x” (abscisa) e “y” (ordenada), satisfacen ambas ecuaciones.

Por consiguiente, de cualquiera de las ecuaciones se puede despejar “x” o “y”, luego sustituir lo
obtenido en la otra.

PRIMER PASO: Despejemos y de la primera ecuacion, pues el coeficiente del término
correspondiente es 1:

y=6-2x

SEGUNDO PASO: Asi “y” y “6 —2x” son equivalentes. Podemos reemplazar “y” por “6 — 2x”
en la segunda ecuacion.

3x+4y=4

3x +4(6—-2x)=4 Sustituyendo “6 —2x” en vez de “y”

TERCER PASO: Esto da una ecuacién de una variable. Ahora podemos resolver para “x”.
3x + 24 — 8x =4 Utilizando la propiedad distributiva del producto respecto a la resta
—5x=-20

x=4

CUARTO PASQO: Se sustituye 4 en vez de “x” en cualquiera de las ecuaciones y se resuelve para

[}

y
2x+y=6 Escogiendo la primera ecuacién

2:-4+y=6
y=-—2

El resultado es el par ordenado (4, —2). Este par ordenado satisface ambas ecuaciones, de modo que
es la solucidn del sistema.

Intentar lo siguiente

Utilizar el método de sustitucién para resolver los siguientes sistemas. Construya los graficos
correspondientes.

2y +x =1 5 +3y =6
a>{3y—2x=12 b){x_yz_l
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4.2.2. Método de Igualacion

Pasos:

1. Se despeja una de las incégnitas en las dos ecuaciones.

2. Se igualan las expresiones obtenidas. De ahi el nombre de método de igualacién.
3. Se resuelve la ecuacidn de primer grado en la otra incgnita que asi resulta.

4. Se reemplaza el valor obtenido de esta dltima incdgnita en cualquiera de las dos expresiones que
resultaron al despejar la primera, y se obtiene asi su valor.

Ejemplo 1: Utilizando el método de igualacidn, resolver el siguiente sistema:

x+3y=10 [1]
5
2x+1y=1 [2]

PRIMER PASO: Al aplicar este método, también conviene observar cudl es la incognita que se
despeja mds facilmente en las dos ecuaciones; en este caso es X.

De [1] x=10-3y (3]
5 1-2y
De [2] 2x=1-z3y - x=— [4]
SEGUNDO PASO: Se igualan los segundos miembros de [3] y [4]
10 -3y = - %y
Y=
TERCER PASO: Se resuelve la ecuacion en y que se acaba de obtener.
10-302=1-3y - 20— 6y =1-2y
—6y+%y=1—20 - —lzgy=—19
_ (-19)4 _
YT T 19 - y=4

CUARTO PASO: Se sustituye “y” por su valor, 4, en la expresion [3] o en la [4]. En este ejemplo
es mas comodo en la [3].

x=10-3-4 »x=-2

El resultado es el par ordenado (—2, 4). Este par ordenado satisface ambas ecuaciones, de modo que
es la solucidn del sistema.

86
Secretaria Académica F.C.E.Q. y N. — U.Na.M.: Tel. 376 — 4435099 / 4422186 int. 148
academica@fceqyn.unam.edu.ar // ingreso@fceqyn.unam.edu.ar



mailto:academica@fceqyn.unam.edu.ar
mailto:ingreso@fceqyn.unam.edu.ar

UNIVERSIDAD NACIONAL DE MISIONES
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Ingreso 2021

Intentar lo siguiente

Utilizar el método de igualacién para resolver los siguientes sistemas. Construya los gréaficos
correspondientes.

2y +x =1 5x +3y =6
a){3y—2x=12 b){x—yz—l
3.4.2.3 Método de Reduccion por Suma o Resta

En este método se trata de obtener una ecuacién con una sola variable, o eliminar una de las
variables, por esto también se lo conoce como método de eliminacion.

Pasos

1. Se multiplican las ecuaciones por un nimero conveniente, para igualar el valor absoluto de los
coeficientes de una misma incdgnitas, en las dos ecuaciones.

2. Segun que dichos coeficientes resulten de igual o distinto signo, se restan o se suman las
ecuaciones, con lo que se consigue eliminar dicha incégnita. De ahi el nombre de método de
eliminacién o reduccion.

3. Se resuelve la ecuacion de primer grado en la otra incognita que asi resulta.

4. Se reemplaza estd por su valor en una de las ecuaciones dadas y se obtiene el valor de la primera
incognita o bien se calcula esta incognita por el mismo método.

Ejemplo 1: Utilizando el método de reduccion o eliminacidn, resolver el siguiente sistema:
5
2x —zy =5
3 y
3x—4y =3

PRIMER PASO: Al aplicar el método conviene observar para cudl de las dos incégnitas se pueden
igualar con més facilidad los valores absolutos de sus coeficientes.

En este caso es la “x”. Es inmediato que multiplicando la primera ecuacion por 3 y la segunda por 2
se igualan los coeficientes de “x”.

{6x—5y=15
6x—8y =6

SEGUNDO PASO: Como los coeficientes de “x” son iguales en valor absoluto y signo, se restan
miembro a miembro las ecuaciones para eliminar los términos en x.

—Sy—(8y)=15-6

TERCER PASO: Se resuelve la ecuacidon en “y” que se acaba de obtener.
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—S5y+8y=9 — 3y=9 — y=3

CUARTO PASO: Se reemplaza el valor de y = 3, en una de las ecuaciones del sistema dado; en
este caso es mds comodo en la segunda.

3x—-4-3=3 — 3x—-12=3 — 3x=15
x=5

Luego, el conjunto solucién es: S = {(5, 3)}

Ejemplo 2: Resolver el siguiente sistema por el método de eliminacion

5x + 6y =32
{3x -2y =-20
PRIMER PASO: Se observa en este ejemplo, que basta multiplicar la segunda ecuacién por 3 para
igualar el valor absoluto de los coeficientes de “y”; el sistema se transforma en:
5x + 6y =32
{9x — 6y = —60
SEGUNDO PASO: Como los coeficientes de y tienen signos contrarios, s€ suman miembro estas
ecuaciones para eliminar y.

5x +9x =32 - 60
TERCER PASO: Se resuelve la ecuacion en X.
14x =28 — x=-2

CUARTO PASO: Para calcular y se puede reemplazar este valor x = —2 en una ecuacién del

sistema o bien eliminar la x, multiplicando la primera ecuacién por 3 y la segunda por 5.
{ 15x + 18y =96

15x — 10y = —100
Restando miembro a miembro
18y — (—10y) = 96 — (-100) — 28y =196 — y=7

Luego la solucion del sistema es: S = {(—2, 7)}

Intentar lo siguiente
Utilizar el método de eliminacidn para resolver los siguientes sistemas.

a){5x—3y=22 ){Zx—4y=5
2x+7=0 3x +y =575
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3.4.3. Interpretacion Geométrica de las Distintas Soluciones

Las graficas de dos ecuaciones lineales pueden ser dos rectas que se intersecan. También pueden ser
dos rectas paralelas o una misma recta.

7 X \3‘}’ \ 3‘}(

X Iy
\4- ,// \ \X "
i N2
33 A -
¥ rd \ " |\\4
2' \
//><\ . . - _\ - X - X
2 S NN 43 12 vl 0 g
W - = &
| o Y
-1 12 . =2 2

=3

Una misma recta.
Infinitas soluciones.

Rectas pareilelas
No hay solucién.

Dos rectas que se intersecan.
Solucién unica.

3.4.4. Sistemas Compatibles y Sistemas Incompatibles

Resolver un sistema de ecuaciones lineales, es encontrar €l o los valores que satisfacen
simultdneamente las ecuaciones. Es decir al reemplazar los valores hallados, convierte cada
ecuacion en una afirmacion verdadera. Si no se puede hallar esos valores, significa que no existe
ningun valor que lo satisfaga, el sistema se dice que es incompatible o inconsistente. Si el sistema
presenta solucién se dice que es compatible o consistente.

Mediante un diagrama presentaremos las distintas situaciones que pueden existir:

Presenta una
tinica solucién

SISTEMA SISTEMA
COMPATIBLE INCOMPATIBLE
v v
SISTEMA SISTEMA
DETERMINADO INDETERMINADO
l No existe
il solucion

Presenta infinitas
soluciones

Si un sistema de ecuaciones tiene al menos una solucién, decimos que es compatible o consistente.
Si un sistema no tiene solucién, decimos que es incompatible o inconsistente.

Ejemplo: Determinar si el siguiente sistema es compatible o incompatible.
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{ x—3y=1 [1]
—2x+6y=>5 [2]

Intentamos encontrar una soluciéon. Multiplicamos [1] por 2 y sumamos el resultado a [2] (método
de eliminacién)

{ZX -6y =2 2.[1]
—2x+6y=>5 [2]
De donde se obtiene:
{x —-3y=1 [1]
0=7 2.[1] + [2]

La ultima ecuacién dice que 0x + Oy = 7. No hay valores que puedan asumir las variables
para los que esto sea cierto, de modo que no hay solucién. El sistema es inconsistente.

Podemos considerar el problema graficamente. Las formas pendiente — ordenada al origen de las
ecuaciones originales son:

11 »
y=3*%73

1 5
y=gx+z [2]

Podemos ver que las rectas son paralelas. Las pendientes son iguales y las ordenadas al origen son
distintas. No tienen punto de intersecciéon, de modo que el sistema es inconsistente Si al resolver un
sistema de ecuaciones llegamos a una ecuacion que es a todas luces falsa, tal como 0 = 7, entonces
el sistema es inconsistente.

Intentar lo siguiente
Determinar si los siguientes sistemas son consistentes o inconsistentes.

3x—y=2 x+4y =2
a){6x—2y=3 b){Zx—yzl
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3.4.4.1. Sistemas Compatibles Indeterminados

Sistemas Compatibles Indeterminados o Dependientes
Si un sistema de ecuaciones lineales tiene una infinidad de soluciones, decimos que el sistema es
indeterminado o dependiente.

Ejemplo: Determinar si el siguiente sistema es indeterminado.

{ 2x+3y=1 [1]

4x + 6y =2 [2]

Si multiplicamos a [1] por —2 y sumamos el resultado a [2] obtenemos
{ 2x+3y=1 [1]
0=0 —2.[1]1+[2]

La ultima ecuacion dice que 0 x + 0y = 0. Esto es verdad para todos los valores que puedan
asumir las variables. El sistema es indeterminado.

También podemos considerar el problema graficamente. La forma pendiente — ordenada al origen
de las ecuaciones son

2 1
y=-3x+3 [1]

2 1
y=-3zx+3 [2]

Las ecuaciones en la forma pendiente — ordenada al origen de las rectas son iguales. Esto significa
que las graficas son la misma. Este sistema de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones. Cada

o 2 1. . -
punto de la recta con ecuacién y = — ;X 3 tiene coordenadas que constituyen una solucién. El
sistema es indeterminado.

Intentar lo siguiente

Determinar si los siguientes sistemas son indeterminados.

{3x—2y=1 b{x—y=2
)—6x+4y=—2 )x+y=4
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TRABAJO PRACTICO UNIDAD 3

ECUACIONES DE PRIMER GRADO - SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

1. Hallar el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones. Compruebe las soluciones:

a) 2,5x+0,5x=1,5x+1,5

b) 15y— (3— (4y + 4) — 57)=2—y

) (6x +2) - (5x — 4) — 30(x — 1) = 34x + 106
d) 6x2-27x +72=3x 2x + 3)

e)S(x -T)+7(x +7) =42

f) (2x =5)(3x —7) — (3x =5)(2x —7) + 30 = 5x
2) 5 (4x + 6) = = (15x + 20)

h) 4x—6 3x-8 _ 2x-9 x—4
12 4 6 8

) 3x+1 x2 3x2
1) 1—x?——"——=—-"—45x——
2 4 4
5x2-3  2x?-1

.\ 8 3
—Xx—-x+
J)5 2 10 4

2. Resolver e indicar para cada ecuacién si es: compatible (determinada o indeterminada) o

incompatible:
a)(s + 1)(3s + 1) = 352 + 7s — 13
b)(x —3)2+6x — 24 = (x + 3)? — 6x- 24
O -4+ (t-1)=Q2-1)?2 -7t
)2 - Qx+3)—x = (1+x)—§
e)3x—2=3x+2
3. Analizar que ocurre cuando:
a)k=-28/5, 4(3x) +5kx =3k +1+4x;
b) k =4/3, 3kx —x—-3x=k—-6

4. Resolver las siguientes ecuaciones racionales.

4 x%24+6x+9

. =2
x2—59 x+3
X 3x-2
=0

(2x+5)2 ' 4x2-25

a)
b)
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6. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales y logaritmicas. Compruebe sus soluciones.
Indique el conjunto solucion:

a)22*"1=8
b) 43* = 16*
¢) “TA/5x-3 = V125
c)3*.3+3*+3*1=27
d) 4%+3 = 7%-1
e)lnx—In(x—-2)=1
f) logs(x +4) + logz(x —4) =2
g) 2log,(x*) —2log,(—x) = 4
h)log 2 + log(11 — x?) = 2 log(5 — x)
i) Inx? — Inx + In3 = %ln4
7. Se propone a continuacién una serie de problemas cuyas condiciones pueden formularse en
términos de ecuaciones lineales:
a) Hallar un nimero sabiendo que da igual resultado si se le suma 5 que si se lo multiplica por 5.
b) {De qué numero ha de restarse 6/5 para que la diferencia sea igual a su quinta parte?

¢) Si a un nimero se lo multiplica por 3, al producto se le suma 5 y a la suma se la divide por 2,
da igual que si se lo multiplica por 5, al producto se le sumara 4 y a la suma se la dividiera por 3.
(Cudl es ese nimero?

d) Un padre tiene 30 afios y su hijo 2 afios. ;Cudntos afios deberan transcurrir para que el padre
tenga 8 veces la edad del hijo?

e) Una persona gasta 1/3 de su dinero y luego 2/5 de lo que le queda; tiene atn $60. ;Cudnto
tenia al principio?
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f) La quinta parte de un nimero mds 4 es igual a 1/3 menos el duplo de dicho niimero. ;Cudl es
el nimero?

g) Encontrar dos nimeros pares consecutivos tales que dos veces el primero mds tres veces el
segundo sea 76.

h) Si a un ndmero se le suma su tercera parte y a este resultado se le resta el mismo nimero
aumentado en 5, se obtiene 1. ;Cudl es dicho nimero?

1) La mitad de un nimero, mas la tercera parte de su consecutivo, mds la octava parte de
siguiente, es igual a este nimero. ;Cudles son los nimeros?

J) (Cudnto mide el lado de un cuadrado cuyo perimetro es 10 cm mayor que el de un rectangulo
de largo igual al lado del cuadrado y de ancho igual a 4 cm?

k) Las ruedas delanteras y las traseras de un cierto vehiculo tienen 0,8m y 1,1 m de diametro
respectivamente. Calcular la distancia recorrida si las ruedas delanteras dieron 450 vueltas més
que las traseras.

1) Una habitacion es 3 veces mds larga que ancha y tiene un perimetro de 96 m. ;Cuéles serdn
sus medidas?

m) El precio de un articulo se aumenté en un quinto y resulté entonces el 0,75 de $160. ;Cual era
su precio inicial?

n) El precio de un ventilador se rebaja un 20%. El ventilador se vende entonces a $480., o sea, un
20% mas que el precio de coste, ;cudl es el precio de venta sin rebaja y el precio de coste?

i) Siel 50% de x, mas el 10% de x es el 12,5% de 480, calcular x.

0) Un rectangulo es 2 metros mas ancho que un cierto cuadrado, 6 metros mas largo que €l y
tiene un 4rea 84 m? mayor que la de dicho cuadrado. Hallar las dimensiones de las dos figuras.

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

1. Resolver, clasificar y graficar, los siguientes sistemas de ecuaciones.

a){x—0'5y=0 f){\/gx—5y=\/§
4x — 2y =4
x—+5y=>5
3y—4x—-1=0
2y—1=2
b){3x=—4y+18 ){fstciIZy:—zL
2x—3y=6
c x—2y+4=0
){5=4x_63’ h){3x—6y+12=0
x\/§—3y=\/§
d)
x+yV/3=1
{2x—y=10—2x
M 8x—2=2y
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. Determinar que en los casos siguientes se cortan las dos rectas dadas y hallar el punto de
interseccion:

a)x+5y—-35=0, 3x +2y-27=0
b)3x+5=0, y-2=0

. Demostrar que en los casos siguientes son paralelas las dos rectas dadas:

a) 2x—4y+3=0, x—2y=0
b) 2x -1 =0, x+3=0
c)y+3=0, Sy-7=0

. Demostrar que en los casos siguientes coinciden las dos rectas dadas:

a)3x+35y—-4=0, 6x+10y—8 =0
b)x - V2y = 0, VZx -2y = 0
c)V3x-1= 0, 3x- V3 =0

. Encontrar la ecuacion de una recta que pasa por (3, —4) y tiene pendiente —2. Si la recta contiene
a los puntos (a, 8) y (5, b); encuentre a y b. (Ver Unidad 2)

. Determinar para que valores de a y B las dos rectas:
ax—2y—1=0; 6x—4y—-p =0

a) tienen solucién Unica

b) tienen infinitas soluciones

¢) no tienen solucién.

d) en cada caso, escriba el conjunto solucidn.

{2x+ay =13

. Se da el sistema:
x—y=-1

a) (Para qué valor de “a” la solucidn es (2, 3)?
b) (Para qué valor de “a” el sistema no tiene solucion?

c) (Para qué valores de “a” el sistema tiene infinitas soluciones?

. a) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por el punto de interseccion de las rectas 2x—y +1=0;
3x + 2y = 0 y tiene pendiente 2. b) Escribir la ecuacion de la recta perpendicular a r que pasa por
el mismo punto.

. Sabiendo que log, (x + 2y) = 5 yquelog, (x + y) = 3. Se pide:

a) Determinar x e y. b) Hallar log, (x + 2y)(x + y)
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10. Resolver los siguientes problemas:

a) La suma de dos nimeros es — 42. El primero de ellos menos el segundo es 52. ;Cudles son los
numeros?
Rta.:x=5;y=—47

b) La diferencia entre dos nimeros es 16. Tres veces el mayor de ellos es nueve veces el mas
pequeio. ;Cudles son los nimeros? Rta.: x =24 ;y=8

¢) La suma de dos ndimeros naturales es 98 y al dividir el mayor por el menor el cociente es 7 y
el resto 10. ;Cuéles son los nimeros?

d) Cuando pagaste una cuota de $120 del viaje de estudios utilizaste 15 billetes de $ 5 y $10.
(Cuantos billetes de cada denominacion entregaste?  Rta.: 6 billetes de $5; 9billetes de $10

e) A una reunién asistieron 200 personas entre hombres y mujeres, habiendo pagado los hombres
$40 por cada entrada y las mujeres $20. ;Cuantos hombres y cudntas mujeres habian si en total
recaudaron $58607?

f) La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es de 180°. Si el menor de los dngulos mide
la mitad del mayor y 14° grados menos que el intermedio. ;Cudl es la medida de cada angulo?

g) Un hotel de dos pisos tiene 54 habitaciones. Si las del primero duplican en nimero a las del
segundo, ;cudntas habitaciones tiene cada uno?

h) Juan y Carlos son profesores. En total llevan 46 afios dando clases. Hace dos afios, Juan
llevaba 2,5 veces los afios que tenia Carlos como profesor. ;Cuantos afios llevan en la ensefianza
cada uno de ellos?

Rta.: 32y 14

1) El digito de las decenas de un entero positivo de dos digitos es 2 més que tres veces el digito
de las unidades. Si los digitos se intercambia, €l nuevo nimero es 13 menos que la mitad del
nimero dado. Averigua el entero dado.(Sugerencia: sea x = digito de las decenas e y = digito de
las unidades, entonces 10x + y es el numero).

Rta.: 82

j) El perimetro de un rectangulo es 86cm. El largo es 19 cm més grande que el ancho. Calcular el
largo y el ancho.

Rta.:1=31 ,a=12

EJERCICIOS DE ENTRENAMIENTO

1. Si a un numero disminuido en 2 se lo divide por 4 y al resultado se le resta 5, se obtiene la mitad
de ese nimero aumentada en 37. ;Cual es el nimero?.

2x—y=5
Sea:
4x =4—-y

2.

a) Resuelva el sistema dado en forma analitica.
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b) Obtenga la pendiente de la primera recta y grafiquela.

“_ .

c¢) (Es cierto que la segunda recta intercepta al eje “y” en - 4. Justifique su respuesta.

3.

Pruebe si (1,_1) es solucién del sistema dado. En caso afirmativo determine si esa es la Unica

4 5

solucién o admite otras. Clasifique el sistema.
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UNIDAD 4: NOCIONES BASICAS DE LOGICA

En este capitulo, presentaremos una introducciéon a la légica y, en particular, a la ldgica
proposicional simbdlica. En tanto disciplina, la 16gica estudia los razonamientos.

Razonamientos

Un razonamiento es un conjunto de proposiciones (dos o mds) en el que se pretende que una de
ellas, llamada “conclusion”, esté fundada enlas otras, llamadas “premisas”. Las premisas
proporcionan los elementos de juicio sobre los cuales se afirma la conclusion.

Por ejemplo, si no podemos recordar quién escribié El suefio de los héroes, si Borges o Bioy
Casares, pero estamos seguros de que fue alguno de los dos, y alguno de nosotros afirma que
Borges no lo escribié (podria, por ejemplo, recordar que Borges no escribié ninguna novela y que
El suefio de los héroes es una novela, de modo que no puede haber sido escrita por Borges),
entonces podemos inferir con seguridad que lo tiene que haber escrito Bioy Casares.

Si simplificamos el razonamiento (quitando la explicaciéon de como llegamos a afirmar que Borges
no escribid El suefio de los héroes), quedaria algo asi:

El suefio de los héroes fue escrito por Borges o por Bioy Casares.
Borges no lo escribio.
Por lo tanto, tiene que haber sido escrito por Bioy Casares

Para comenzar con el andlisis de los razonamientos, es preciso introducir ciertas nociones con las
que trabaja la logica. Llamaremos “proposiciones” a lo que las oraciones expresan. Por ejemplo, la
oracion “Borges escribio Ficciones” es distinta de la oracion “Ficciones fue escrito por Borges”. La
primera estd en voz activa mientras que la segunda estd en voz pasiva. No nos interesan aqui estas
diferencias, sino algo que ambas oraciones tienen en comun. Diremos que ambas oraciones
“expresan la misma proposicion”. Al identificar proposiciones, ademds, debemos reponer aquello
que muchas veces en las oraciones se omite y se entiende por contexto (como los sujetos, que
pueden ser tacitos, o los referentes de los pronombres). Por ejemplo, en el razonamiento presentado,
la oracion “Borges no lo escribid” expresa la proposicion “Borges no escribio El suefio de los
héroes”.

Las proposiciones que dan apoyo a la conclusion son las “premisas” del razonamiento. Para marcar
cudl es la conclusion en 16gica, se la escribe debajo de una raya, como se muestra a continuacion.

El suefio de los héroes fue escrito

por Borges o por Bioy Casares. Premisa 1

Borges no escribié. El suefio de los héroes. —>  Premisa 2

Bioy Casares escribi6: Conclusion
El suefio de los héroes.

La nocion de validez y una clasificacion de los razonamientos

Existen distintos tipos de razonamientos. En el caso del ejemplo presentado en el apartado 1, si las
premisas son verdaderas la conclusion tiene que ser verdadera. Si sabemos que El suefio de los
héroes fue escrito por Borges o por Bioy Casares, y que no fue escrito por Borges, podemos inferir
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con total seguridad (deducir) que lo escribié Bioy Casares. Es decir, si la premisa “El suefio de los
héroes fue escrito por Borges o por Bioy Casares” es verdadera, y la premisa “Borges no escribi6 El
suefio de los héroes” también, la conclusion tiene que ser verdadera. ;Podrian ser verdaderas las
premisas y falsa la conclusion? Definitivamente no.
Si una de las premisas fuese falsa, la conclusién podria haber sido falsa. Por ejemplo, si de hecho El
suefio de los héroes hubiese sido escrito por Cortdzar, la Premisa 1 seria falsa y la conclusidn,
también. Pero si ambas premisas son verdaderas, es decir, si es verdadero que “El suefio de los
héroes fue escrito por Borges o por Bioy Casares” y que “Borges no escribié El suefio de los
héroes”, la conclusion, “Bioy Casares escribio El suefio de los héroes” tiene que ser verdadera. En
este tipo de razonamientos, si ambas premisas son verdaderas, la conclusién necesariamente
también lo serd. Si alguna de las premisas es falsa, la conclusién podria ser verdadera o falsa.
A este tipo de razonamientos se los llama “deductivos”. Los razonamientos deductivos son validos,
se caracterizan por transmitir la verdad de las premisas a la conclusion. Es decir que si sus premisas
son verdaderas, la conclusiéon tiene que ser verdadera. Si alguna de las premisas es falsa, la
conclusion puede ser verdadera o falsa.
El ejemplo presentado es un razonamiento vélido. ;Por qué? Se podria intentar justificar su validez
de un modo informal, esto es, sin apelar a lenguajes artificiales ni a demostraciones técnicas, de la
siguiente manera: si es verdadera una de dos alternativas, y no es la primera, necesariamente tiene
que ser la segunda. Asi, para justificar la validez de este caso no es necesario apelar a la literatura
argentina ni a ningin hecho particular del mundo, no es necesario averiguar si de hecho Bioy
Casares escribi6 El suefio de los héroes o no, sino que se debe analizar la forma del razonamiento.
Para cualquier razonamiento, el anélisis de su validez no depende de si sus premisas y conclusion
son de hecho verdaderas en el mundo o no, sino de la relacién de inferencia entre ellas, es decir, de
si la verdad de las premisas garantiza la verdad de la conclusién o no. Esto depende de la forma del
razonamiento.
La forma del razonamiento del ejemplo es la siguiente:
AoB
No A

B
Todos los razonamientos que tienen esta forma son vélidos. Siempre que formulemos ejemplos de
esta forma con premisas verdaderas, la conclusién tendrd que ser verdadera. Si se sustituye “A” y
“B” por ejemplos de proposiciones de modo que por lo menos una de las premisas resulte falsa, la
conclusién puede resultar verdadera o falsa. Por ejemplo, sustituyendo “A” por “Borges era ciego”
y “B” por “Borges escribio Ficciones” obtenemos un ejemplo con una premisa falsa y conclusion
verdadera. El razonamiento completo seria el siguiente:

Borges era ciego o escribi6 =~ ———> esta premisa es verdadera, si entendemos
Ficciones. la “0” como “y/0”
Borges no era ciego. esta premisa es falsa

Borges escribi6é Ficciones. —————> la conclusion es verdadera

En relacién con la forma de razonamiento que venimos analizando, existen razonamientos que
tienen:

* Premisas verdaderas y conclusion verdadera

* Al menos una de las premisas falsa y conclusion verdadera (como el anterior)

» Al menos una de las premisas falsa y conclusién falsa
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Por las propiedades que tiene la forma de este razonamiento, nunca encontrardn un ejemplo de esta
forma con ambas premisas verdaderas y conclusién falsa. Esto es asi, precisamente, porque se trata
de una forma de razonamiento vélida.

A continuacién presentamos un ejemplo de premisas falsas (o alguna falsa) y conclusion falsa:

Colombia estd en Europa o en Asia. ——> esta premisa es falsa
Colombia no estd en Europa. = ——> esta premisa es verdadera

Colombia esta en Asia. la conclusion es falsa

Los razonamientos vélidos transmiten la verdad de las premisas a la conclusion, es decir que si sus
premisas son verdaderas, la conclusion necesariamente serd verdadera

Un razonamiento que no transmite la verdad de las premisas a la conclusion, es decir, que puede
tener premisas verdaderas y conclusion falsa, es invalido. Por ejemplo:

Colombia estd en América ———> esta premisa es verdadera
del sur o en Asia

Colombia esta en Asia. —> la conclusidn es falsa

En este razonamiento de una sola premisa, la premisa es verdadera y la conclusion es falsa. Su
forma es la siguiente:

AoB

B

Esta forma no garantiza la verdad de la conclusidn, ya que puede haber casos en los que la premisa
sea verdadera y la conclusién falsa. Si una forma de razonamiento puede llevar de verdad a
falsedad, es invélida. En funcién de si son validos o no, se pueden clasificar los razonamientos en
dos grandes grupos: los deductivos, que son validos, y los no deductivos, que son invélidos. En los
razonamientos deductivos si las premisas son verdaderas, la conclusién necesariamente sera
verdadera. El ejemplo de razonamiento sobre Borges y Bioy Casares, antes citado, entonces, es
deductivo. En este tipo de razonamientos la verdad de las premisas garantiza la verdad de la
conclusion.

En los razonamientos no deductivos, en cambio, las premisas no brindan un apoyo absoluto a la
conclusién, ya que, aunque las premisas sean verdaderas, la conclusién puede ser falsa. Algunos
razonamientos de este tipo, sin embargo, resultan muy ttiles, tanto en la vida cotidiana como en
ciencia. En muchas de las inferencias que realizamos, las premisas brindan solo un apoyo parcial a
la conclusion

Por ejemplo:

Galileo arrojé una piedra de un kilo de la torre de Pisa y cayd con una aceleracion de 9,8 m/s*.
Galileo arrojo una pelota de madera de 500 gramos de la torre de Pisa y cayé con una aceleracion
de 9,8 m/s.

Galileo arrojo una pelota de madera de 800 gramos de la torre de Pisa y cayé con una aceleracion
de 9,8 m/s>.

Galileo arrojo un perro de 1 kilo y medio desde la torre de Pisa y cayo con una aceleracion de
9.8 m/s’. (varios casos mds)
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Todos los objetos caen con una aceleracion de 9,8 m/s’.

Por un razonamiento de este estilo, Galileo infirid esta conclusiéon (en realidad esto no es
histéricamente correcto porque al carecer de relojes adecuados, Galileo debia hacer experimentos
mds complejos, pero no nos importa para el ejemplo). El razonamiento mencionado no garantiza la
verdad de la conclusion, es decir que esta  dltima no se infiere con certeza de las premisas, ya
que en la conclusion se hace referencia a todos los objetos existentes y que existirdn, y las premisas
se refieren solo a determinados casos particulares. La inferencia que va de un conjunto pequeio de
casos a un conjunto de casos infinito o mayor al mencionado en las premisas no puede ser valida.
Entonces, este razonamiento no segura que la conclusion sea verdadera, pero de todos modos parece
un razonamiento adecuado. Normalmente, en estos casos, se dice que las premisas incrementan la
probabilidad de la conclusién. Es decir, que a mayor cantidad de casos observados, mayor sera la
probabilidad de que la conclusion sea verdadera, pero la conclusion no puede inferirse con total
certeza a menos que se observen todos los casos (lo cual en el ejemplo dado es imposible). A estos
razonamientos en los que las premisas no garantizan la conclusion, pero brindan algin apoyo
parcial a la misma se los llama “inductivos”. Estos razonamientos son invalidos, ya que la verdad de
sus premisas no garantiza la verdad de la conclusion, es decir, puede darse el caso de que sus
premisas sean verdaderas y su conclusion falsa. Por eso, cuando son adecuados, se los llama
“correctos”.

El hecho de que un razonamiento sea correcto depende de varios factores. Algunos de ellos son la
cantidad de casos observados, y el hecho de que la muestra sea representativa del total. Por ejemplo,
en el caso del razonamiento de Galileo, en el que se pretende hacer una afirmacién sobre todos los
objetos, una muestra representativa implicaria variar en los materiales y los pesos de los objetos, si
se tiraran solo pelotas de madera de 2 kg el razonamiento brindaria menos apoyo a la conclusion,
pues la muestra no seria representativa. Esto implica que no se pueda examinar la adecuacion de un
razonamiento inductivo por el mero examen de la forma, a diferencia de lo que ocurre con los
razonamientos deductivos. La logica que estudia los razonamientos inductivos se llama “Logica
inductiva”. Los razonamientos inductivos, a diferencia de los deductivos, son ampliativos, es decir,
agregan informacion en la conclusion que no estaba en las premisas. Esto es lo interesante de estos
razonamientos, pero también es lo que los hace més débiles. Los razonamientos deductivos, por ser
validos, son mas fuertes, pero a cambio de no agregar nueva informacion en la conclusion.

En sintesis, existen dos tipos de razonamientos, aquellos deductivos o validos, en los que la
conclusion es implicada l6gicamente por las premisas, es decir, que si sus premisas son verdaderas
la conclusién necesariamente es verdadera también; y aquellos no deductivos, que no garantizan la
verdad de la conclusiéon. Entre los razonamientos no deductivos o invélidos se encuentran los
inductivos, que, si bien no garantizan la verdad de la conclusién, permiten inferirla con cierta
probabilidad. Asi como hay distintos tipos de razonamientos, hay distintos tipos de légicas que se
dedican a estudiar cada uno de ellos. Las logicas deductivas se ocupan de los razonamientos
deductivos, mientras que las l6gicas inductivas se ocupan de los razonamientos inductivos.

Logica proposicional simbdlica

La l6gica proposicional simbolica es una de las 16gicas deductivas. Se llama proposicional porque
toma como unidad minima a la proposicién simple. Hay dos tipos de proposiciones. Las simples (o
atdmicas) y las compuestas (o moleculares). Las simples son las que no tienen conectivas mientras
que las compuestas se forman a partir de incluir conectivas en las simples. Las conectivas son
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expresiones logicas que permiten formar proposiciones compuestas a partir de simples. Por
ejemplo:

“Juan es dentista” es un ejemplo de proposicion simple.

“Juan es pescador aficionado” es otro ejemplo de proposicion simple.

“Juan es dentista y pescador aficionado” es una proposiciéon compuesta que se forma a partir de las
(133

proposiciones “Juan es dentista” y “Juan es pescador aficionado”, unidas con la conectiva “y”.
“Juan no es dentista” también es una proposicion compuesta, ya que “no’” es una conectiva.

Al trabajar con esta ldgica, la unidad minima es la proposicién simple. Esto quiere decir que la
estructura interna de las proposiciones simples no se analiza (no se analizan, por ejemplo, las
propiedades logicas que dependen de la estructura de sujeto y predicado de las oraciones). Asi,
identificaremos proposiciones simples y proposiciones compuestas y, en el caso de las
proposiciones compuestas, analizaremos su estructura interna en funcion de las proposiciones
simples y las conectivas 16gicas que las conforman.

El lenguaje de la légica proposicional simbélica

Uno de los objetivos de la légica proposicional simbdlica es determinar si los razonamientos son
validos o no, es decir, si transmiten o no la verdad de las premisas a la conclusion. Como
presentamos en el apartado 1, los razonamientos son validos si en caso que sus premisas sean
verdaderas, la conclusion es necesariamente verdadera. En la l6gica proposicional simbolica la
validezde los razonamientos depende del significado de las conectivas. Por ejemplo, es posible
deducir de “Juan es dentista y pescador aficionado” que “Juan es dentista” pero no es posible
deducirlo de “Juan esdentista o pescador aficionado”. Asi, el razonamiento “Juan es dentista y
pescador aficionado, por lo tanto, Juan es dentista” es valido. No es posible que, siendo verdadera
la premisa, es decir, siendo verdadero que Juan es dentista y pescador aficionado, sea falsa la
conclusion, esto es, que Juan es dentista. En cambio, si la premisa fuera “Juan es dentista 0
pescador aficionado”, y la conclusion “Juan es dentista”, el razonamiento seria invalido. Por mas
que esta premisa fuera verdadera, esta no garantiza la verdad de la conclusion. La diferencia entre

(Y]

estos razonamientos radica en la conectiva de la premisa. En el primer caso, es una “y” y, en el
segundo, una “o”.

En este apartado presentaremos las conectivas principales. Las conectivas se definen por cémo
resulta el valor de verdad de una proposicién compuesta en la que figuran, dado cierto valor de
verdad de las proposiciones simples. Por ejemplo, ;en qué casos serd verdadera la proposicion
“Juan es dentista y pescador aficionado”? Solo si es verdadero que Juan es dentista y es verdadero
que Juan es pescador aficionado.

Al introducir cada una de las conectivas, presentaremos también los simbolos del lenguaje de la
l16gica. El lenguaje de la 16gica proposicional simbdlica es artificial, en el sentido de que es un
lenguaje disefiado, en el cual se especifica un conjunto de signos y un conjunto de reglas que
permitirdn construir expresiones en ese lenguaje. El lenguaje de la 16gica proposicional simbdlica
también es formal porque, para escribir la forma de las proposiciones, a cada conectiva se le asigna
un simbolo, y a cada proposiciéon simple una letra proposicional. Utilizaremos para esto dltimo
minusculas de imprenta, empezando por la letra p: p, q, 1, s, etc.

El uso de un lenguaje formal en l6gica tiene determinadas ventajas. Permite, por un lado, eliminar
las ambigiiedades que presenta el lenguaje natural (el que usamos cotidianamente para
comunicarnos) y, por otro lado, permite extraer la forma légica de las proposiciones y de los

102
Secretaria Académica F.C.E.Q. y N. — U.Na.M.: Tel. 376 — 4435099 / 4422186 int. 148

academica@fceqyn.unam.edu.ar // ingreso@fceqyn.unam.edu.ar



mailto:academica@fceqyn.unam.edu.ar
mailto:ingreso@fceqyn.unam.edu.ar

UNIVERSIDAD NACIONAL DE MISIONES
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Ingreso 2021

razonamientos y escribirlas sin hacer referencia a los hechos particulares que se mencionan en cada
proposicion. Como presentamos en el apartado 1, la validez de los razonamientos no depende de si
sus premisas y conclusiéon son de hecho verdaderas, sino de la forma del razonamiento, es decir, de
si, dada una forma determinada, es posible que sus premisas sean verdaderas y su conclusion falsa.
Mediante un lenguaje formal, se facilita la abstraccién y el andlisis de la forma de los
razonamientos. A continuacién, se presentan algunas de las conectivas principales y sus
correspondientes simbolos.

Conjuncion

Lo maés parecido en el lenguaje natural (el que hablamos todos los dias) a la conjuncién 16gica, es la
“y”. Pero también cumplen esta funcion el “pero” y el “sin embargo”. En castellano el uso de
“pero” y “sin embargo” incluye un matiz adversativo, por ejemplo, al afirmar “Habia un
embotellamiento, sin embargo, llegué temprano” o “Me invitaron a una fiesta, pero tengo que
estudiar”. Sin embargo, al analizar la estructura logica de estas oraciones, se representa su forma
proposicional como una conjuncién y el matiz adversativo no forma parte de la forma
proposicional. Desde el punto de vista de la 16gica proposicional simbdlica, la oraciéon “Habia un
embotellamiento, sin embargo, llegué temprano” expresa la conjuncion de dos proposiciones
simples, “hay un embotellamiento” y “llego temprano”. De la misma manera, la oracién “Me
invitaron a una fiesta, pero tengo que estudiar”, expresa una conjuncion entre dos proposiciones,
expresa la misma proposicion que “Me invitaron a una fiesta y tengo que estudiar”.

Por otra parte, al extraer la forma 16gica, también se omiten las diferencias en los tiempos verbales,
y se considera que, por ejemplo, las oraciones “Llegué temprano”, “Llegaré temprano” y “Llego
temprano” expresan la misma proposicion.

Usaremos para la conjuncion el simbolo “.” o "A ™.

Por medio de la conjuncién se unen dos proposiciones; por ejemplo, “A.B”.

Para escribir la forma ldégica de las proposiciones, utilizaremos el lenguaje de la ldgica

proposicional simbdlica. Para esto, como primer paso debemos especificar qué letra proposicional

asignaremos a cada proposicion simple. Llamaremos “diccionario” a la especificacion de qué letra
r 9

asignamos a cada proposicion. Por ejemplo, para la proposicion “llueve y hace frio”, el diccionario
sera:

p: llueve q: hace frio
Y la proposicion se representa “p . q”.

Como se menciond, las conectivas se definen por como resulta el valor de verdad de la proposicién
compuesta dado cierto valor de verdad de las proposiciones simples. Por ejemplo, ;cudndo es
verdadera la proposicion “llueve y hace frio”? Cuando llueve y, ademas, hace frio. Si lloviera y no
hiciese frio, o si no ocurriera ninguna de las dos cosas, la proposicion seria falsa. Esto es lo que
define a la conjuncién, pues una conjuncion solo es verdadera cuando las dos proposiciones que la
forman son verdaderas.

Se suele presentar la definicion de las conectivas utilizando una tabla de verdad que representa cudl
es el valor de verdad de la proposicién compuesta para cada posible combinacion de valores de
verdad de las proposiciones simples que la componen.

La tabla de verdad de la conjuncidn es la siguiente:
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= |=w|=< |
- ||| |0

—- = |- |< |T

m(m[fn|<|-
-|=|=|= |Q

[{P3)

Esta tabla representa que cuando “p” es verdaderay “q” es verdadera, “p.q” es verdadera
(primera fila). Cuando una de las dos es verdadera y la otra falsa, “p . q” es falsa(segunda filay
tercera fila). Y, cuando las dos son falsas, “p . q” es falsa (cuarta fila). Como se observa la tabla
tiene cuatro filas. Esto se debe a que dichas filas reflejan todas las combinaciones posibles de
valores de verdad entre dos proposiciones simples. Cada una de las filas de la tabla representa una
de estas combinaciones. Puede ocurrir que las dos proposiciones seas verdaderas, que la primera
sea falsa y la segunda verdadera, que la primera sea verdadera y la segunda falsa o que las dos sean
falsas.

A continuacion, presentamos en detalle la estructura de una tabla de verdad:

p q p . q Queé representa cada fila:

v v v \ v « pesvygqgesv,laconjunciénes V
f v f F v + pesfyqesv,laconjuncion es F.
v f v F f . pesvygqesf,laconjuncion es F.
f f f F f » pesfyqgest, laconjuncion es F.

Esta columna muestra el resultado de la
conjuncion para cada combinacion.

En las primeras columnas se representan los posibles valores de verdad de las proposiciones
simples. Cada fila muestra una combinacion posible. El uso de estas columnas es opcional, pueden
escribirse directamente los valores de verdad debajo de cada letra proposicional, como se muestra
en la 3° y en la 5° columna.

Disyuncion inclusiva

Esta conectiva suele aparecer en lenguaje natural como “0” o “y/o”. El simbolo con que se

(Y1)

representa es “v”.
La forma de “Llueve o hace frio”, segun el diccionario:

p: llueve q: hace frio se representa “p v q”.

La tabla de verdad de la disyuncion inclusiva es:

104
Secretaria Académica F.C.E.Q. y N. — U.Na.M.: Tel. 376 — 4435099 / 4422186 int. 148

academica@fceqyn.unam.edu.ar // ingreso@fceqyn.unam.edu.ar



mailto:academica@fceqyn.unam.edu.ar
mailto:ingreso@fceqyn.unam.edu.ar

UNIVERSIDAD NACIONAL DE MISIONES
Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales

Ingreso 2021
P q P v q
v v v \4 v
f v f V '
v f v Vv f
f f f F f

Una disyuncién inclusiva es falsa solo si ambas proposiciones componentes son falsas.

Negacion

Esta conectiva en lenguaje natural equivale a “no”, pero también a “es falso que”, “nunca”, “no se
da el caso que”, “no es cierto que”. El simbolo para representarla es “~”. Por ejemplo, para la

proposicion “no llueve”, con el diccionario:
p: llueve la forma es “~ p”.

Cabe destacar que la negacion no une dos proposiciones, sino que es una conectiva que se agrega a
una proposicion para negarla. Por tal motivo, la tabla de verdad es mas simple

P ~ p
v F v
f A"

[1¥4]

La negacion lo que hace es invertir el valor de verdad de la proposicion. Esto es, si “p” es

€69

verdadera, “~ p” es falsa (primera fila de la tabla), mientras que si “p”es falsa, “~ p” es verdadera.

Condicional

En el lenguaje natural, el condicional equivale a “si [...] entonces [...]”; y el simbolo para
representarlo es “—”.

Esta conectiva l6gica establece una asimetria entre las proposiciones que conecta, que no cumplen
la misma funcién dentro de la proposicion condicional. En 16gica, una de ellas cumple la funcién de
“antecedente” y la otra, la funcion de “consecuente”. Por ejemplo, en:

“Si le cortaron la cabeza, entonces esta muerto.”

El antecedente es “le cortaron la cabeza” y el consecuente es “esta muerto”.
No es lo mismo decir:

“Si le cortaronla cabeza, entonces esta muerto.”
que decir,
“Si1 esta muerto, entonces le cortaron la cabeza.”

Estas dos oraciones expresan proposiciones distintas. En este ejemplo, la primera oracién es
verdadera, mientras que la segunda no lo es necesariamente, pues se puede estar muerto con la
cabeza en su lugar.

Por esta razon, es importante distinguir las dos proposiciones que conecta el condicional en
términos de antecedente y consecuente:

en “p — q”, p es el antecedente y q es el consecuente.
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(Qué expresa la oracion “Si le cortaron la cabeza, entonces estd muerto”?

Si la proposicion expresada por esa oracidn es verdadera, no puede ocurrir que le corten la cabeza y
siga vivo. Es decir que no puede ocurrir que el antecedente sea verdadero y el consecuente falso.
Por este motivo, la tabla de verdad del condicional es la siguiente:

- |=s]|< |T
- - | < | O

- |<|=|<|T

<[m|<|<|]
“w|=w|<|< |

Como se muestra en la tabla de verdad, una proposicién condicional es falsa si su antecedente es
verdadero y su consecuente falso. En cualquier otro caso, es verdadera.

Hay distintos modos de expresar el condicional en castellano. Por ejemplo, las tres oraciones que se
presentan a continuacion expresan la misma proposicion: “Si llueve, entonces hace frio”. “Si llueve,
hace frio”. “Hace ftio si llueve”.

Las tres expresan la misma proposicion porque todas expresan una proposicion condicional que
tiene como antecedente la proposicion “llueve” como consecuente la proposicion “hace frio”.
(Como sabemos cudl es el antecedente y cudl el consecuente? Por el uso de “si” para sefialar al
antecedente. El antecedente es el que esta después del “si”, y no necesariamente aparece primero en
las oraciones en lenguaje natural.

Con este diccionario:

p: llueve q: hace frio
La forma proposicional de todas estas oraciones anteriores seria “p — q”.

En cambio, “Hace frio, entonces llueve” expresa otra proposicion, ya que tiene a “hace frio” como
antecedente y a “llueve” como consecuente. Con el mismo diccionario, su forma proposicional serfa

13 2
q—p-.
Bicondicional

En lenguaje natural, el bicondicional no es utilizado frecuentemente. En matematica suele aparecer
como “siy solo si”y sirve para dar definiciones. El simbolo es “<> . La tabla de verdad de esta
conectiva se representa de la siguiente manera:

P q P > q
v v v \" \'
f v f F '
v f v F f
f f f v f

Por ejemplo, para la oracién “Una figura es un triangulo si y solo si posee tres lados”, con el
diccionario:

p: la figura es un tridngulo  q: la figura tiene tres lados

La forma proposicional es “p < q°
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TRABAJO PRACTICO UNIDAD 4:
NOCIONES BASICAS DE LOGICA

1- Para cada uno de los razonamientos:
a. Identifiquen las premisas y la conclusion;

b. determinen si son razonamientos deductivos o no deductivos.

1. Si hay una crisis econémica, sube el desempleo. Hay una crisis econdmica. Por lo tanto, sube
el desempleo.

i1. La mayoria de los humanos les tiene miedo a las viboras. Carlos es un humano. Por lo tanto,
Carlos les tiene miedo a las viboras.

iii. Doblo a la izquierda o a la derecha. No dobl€ a la izquierda. Por lo tanto, doblé a la derecha.
iv. Si hay sequia, suben los precios de los productos agricolas. Hay sequia. Por lo tanto, suben
los precios de los productos agricolas.

v. La mayoria de los humanos son diestros. Patricio es un humano, de modo que Patricio es
diestro.

vi. Algunos inviernos nieva en Buenos Aires. Podemos concluir entonces que este invierno

nevara en Buenos Aires.

2- Indique cual (es) de los siguientes enunciados son proposiciones:
a.5+7=16-4()
b. jEstudie légica proposicional! ()
c¢. Los hombres no pueden vivir sin oxigeno ()
d.3x6=15+1y4-2#23x5()
e. ¢ El silencio es fundamental para estudiar? ()
£.20-18=2()
g. Brefia es un distrito de la provincia de Lima ()
h. Un I4piz no es un cuaderno ()
1. ;Eres estudiante de matematica? ()
J- 15 <13 ()

k. Ponga atencion ()
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3-Seiiale cudles de los enunciados siguientes son proposiciones simples (S) y cuales son compuestas

©.

a. EI proyecto fue exitoso ya que no hubo retrasos.

b. Napoledn fue derrotado en Waterloo.

c. Camina, no corre.

d. “El mundo es ancho y ajeno” es el titulo de un libro.

e. Bariloche es la ciudad estudiantil en el centro de Los Andes.

f. Brasil, Rusia, India y China (BRIC) son considerados paises emergentes.

Simbolice las siguientes proposiciones empleando el lenguaje de la Loégica Proposicional.

Indique también a qué oracién o parte de la oracion alude.
a. Picasso fue un gran pintor.

b. Maradona jugaba al football y Fangio corria carreras.
c. Ciertamente, no hay filésofo como Platén

d. Mozart fue un genio musical y un compositor prolifico.

o

. Chopin no escribi0 partituras para guitarra.

—y

. Carlos estudia o trabaja

g. No es cierto que Borges haya escrito el Martin Fierro

h. Juan ha llegado si hoy es jueves.

1. No es verdad que hoy es jueves y Juan no ha llegado

j- Si hoy no es jueves, Juan no ha llegado

k. Si hoy es jueves, Juan ha llegado.

1. Heraclito y Parménides fueron filésofos.

En las siguientes proposiciones, identificar qué tipo de conectores se estd utilizando:
a. Cuando venga Inés jugaremos ajedrez.

b. Nunca he oido un sonido como este.

c. Serds universitario si y solo si apruebas el examen de admision.
d. Jamas vendra a consultar lo mismo.

e. Es rebelde porque es joven.

f. Tu prima es soltera o es casada.

g. De salir el sol iremos a la playa.

h. Es herbivoro s6lo si se alimenta de plantas.

1. Rosita es inteligente, sin embargo es floja.
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J. Antonio estd presente o ausente.

6- Establece si las siguientes proposiciones son conjuntivas, disyuntivas, negativas, condicionales o
bicondicionales.
a. La huelga continda, pues no hay solucién
b.Todos los cuerpos se atraen con una fuerza directamente proporcional al producto de sus masas
e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que los separa.
c¢. David no es posadeio ni es oberefio .
d. Gloria e Irene son de la misma ciudad .
e. Si consigo una beca, entonces y solo entonces viajaré al extranjero.
f. No come, ni deja comer.
g. Si se calienta un cuerpo, entonces se dilata; y si se enfria, entonces se contrae.
h. El abuelo y la abuelita obsequiaron una mufieca a su nieta.
1. Cuando apruebe el examen de admision ingresaré a la universidad.
J- Nos vamos en avion o en tren rapido.

k. Las estrellas nacen y viven, pero también mueren.

7- Para cada una de las siguientes proposiciones:
a. Indiquen si es simple o compuesta. En caso de ser compuesta, sefialen la conectiva principal.
b. Extraigan la forma ldgica de la proposicion. Para esto, no olviden primero confeccionar el
diccionario.
c. Si es compuesta arme la tabla de verdad.
i. Si manana es feriado, entonces no programo el despertador
1i. Si llueve o nieva, no salimos
iii. La Luna orbita alrededor de la Tierra.
1v. Jupiter tiene satélites.
v. La Luna orbita alrededor de la Tierra y Jupiter tiene satélites.
vi. Los pulpos tienen ocho brazos y pueden cambiar el color de su piel. 9. Vamos en subte o en
colectivo.
vii. Juan es actor.
viii. Juan no es famoso.
ix. Juan es actor y no es famoso.

x. Si llueve, entonces se suspende el partido.
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xi. Si no llueve, riego el pasto. 15. Voy al cine o al teatro.

xii. Si tengo tiempo, voy al cine o al teatro.

xiii. Si un elefante ve un ratén o se asusta, entonces corre.

xiv. Inauguran en enero, si terminan la obra a tiempo y consiguen la habilitacion.

xv. Una figura es un cuadrildtero si y solo si sus dngulos interiores suman 360°.

xvi. Francia estd en Asia o en Africa.

xvii. No es cierto que Francia estd en Asia o en Africa.

xviii. Si Newton unificé en una tunica teoria los hallazgos de Copérnico, Galileo y Kepler
entonces el sol es el centro del sistema solar, la luna tiene criteres y los planetas describen
oOrbitas elipticas.

xix. No llueve ni nieva.

xx. No es cierto que si no sentimos el movimiento de la Tierra, entonces la Tierra estd en reposo.

8- Siendo p los precios son bajos y q los precios no suben, escribir en lenguaje corriente las

expresiones simbdlicas siguientes: a) ~q,b) pAqg, ¢) pA~q, d)~pA~q, e)~(pPV~Qq

9- Simboliza las siguientes proposiciones y su tabla de verdad
a. No vi la pelicula, pero lei 1a novela.
b. Ni vi la pelicula ni lef la novela.
c. No es cierto que viese la pelicula y leyese la novela.
d. Vi la pelicula aunque no lef la novela.
e. No me gusta trasnochar ni madrugar.
f. O tu estas equivocado o es falsa la noticia que has leido.
g. Si no estuvieras loca, no habrias venido aqui.

h. Llueve y o bien nieva o sopla el viento.
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