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La transición columnar a equiaxial durante la solidi-
ficación ha sido estudiada por muchos años. Las observa-
ciones experimentales [1] muestran que la posición de la
transición y el tamaño de los granos equiaxiales en fun-
diciones Aluminio-Cobre dependen de parámetros tales
como el grado de sobrecalentamiento por encima del
punto de fusión, la composición y la velocidad de enfria-
miento. Hunt [2] consideró los factores que promueven la
transición, y propuso ecuaciones que describen la
nucleación y el crecimiento de los granos columnares y
equiaxiales como una función del sobreenfriamiento
constitucional.

Mahapatra y Weinberg [3] trabajaron con aleaciones
Estaño-Plomo, y Ziv y Weinberg [4] con aleaciones Alu-
minio-Cobre mostrando que la posición de la transición
en aleaciones solidificadas direccionalmente hacia arriba
está relacionada al bajo gradiente de temperatura en el
líquido adelante de la isoterma liquidus. Ares y Schvezov
[5] mostraron, en aleaciones Plomo-Estaño, que el
gradiente puede ser levemente negativo y las isotermas
liquidus y solidus incrementan su velocidad en la transi-
ción. Similares resultados fueron obtenidos por Gandin
[6] en aleaciones Aluminio-Cobre. Tomando en cuenta
los resultados experimentales, ha existido un significati-
vo esfuerzo en el modelado de la transición. Las partes
esenciales del modelado matemático son el modelo
macroscópico para la transferencia de calor y el modelo
microscópico que describe la evolución de la fase que
está solidificando, y la estructura y la evolución del calor
latente a nivel local [7]. Flood y Hunt [8, 9] desarrollaron
un modelo dinámico para la transición en lingotes
solidificados direccionalmente; incorporaron en el mode-
lo principios básicos de nucleación y leyes de crecimien-
to en cálculos de flujos de calor. Otros cálculos numéri-
cos tendientes a predecir el crecimiento de grano y la
transición [10-12] adoptaron un método probabilístico tal
como el método de Monte Carlo. En esta clase de mode-
los se asumen fuertes simplificaciones para la nucleación
y crecimiento de los granos dendríticos [10], los campos
de temperatura se consideran uniformes [11] y, además,
no se considera la difusión [12].

El objetivo del presente estudio es el de desarrollar
un modelo semi-empírico para predecir la transición
columnar-equiaxial basado en resultados experimentales,
que fueran obtenidos a partir de mediciones propias du-
rante la solidificación direccional de aleaciones Plomo-
Estaño en muestras con y sin la presencia de transición.
Las mediciones incluyen los gradientes de temperatura y
las velocidades de los frentes de solidificación que se

incorporan al modelo numérico de transferencia de calor.
Un aspecto particular del modelo es la detallada evolu-
ción del calor latente que se calcula a partir de las
entalpías. El método permite el cálculo del calor latente
en un amplio rango de concentraciones de la aleación,
que puede ocurrir durante la solidificación. Además, el
método es adecuado para el modelado y los cálculos de
calor están en buena concordancia con los reportados en
la literatura [13, 14] y se pueden extender a otras aleacio-
nes binarias [15].

En el presente modelo las velocidades de enfriamien-
to y las posiciones de los frentes liquidus y solidus se
utilizaron para predecir, por medio de una correlación, el
ancho y la longitud de los granos columnares. La
nucleación y crecimiento de los granos equiaxiales se
modeló utilizando mediciones del sobreenfriamiento ins-
tantáneo, el tamaño de los granos observados y las leyes
de crecimiento de los granos. Con este modelo las posi-
ciones predichas de la transición ocurren cuando el
gradiente de temperatura alcanza valores por debajo de
1°C/cm y la velocidad del frente liquidus se incrementa
a valores alrededor de 0.01 cm/s, los cuales están en bue-
na concordancia con los valores experimentales [5, 18].
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El dispositivo experimental y la técnica se describie-
ron previamente [5]. Resumiendo, las aleaciones se
solidificaron direccionalmente en moldes cilíndricos en-
friados desde la base. Las temperaturas se midieron a
intervalos regulares de tiempo de 10 segundos. Las alea-
ciones solidificadas se cortaron y se midieron las
microestructuras de las regiones columnar y equiaxial,
como así también el tamaño de los granos columnares y
equiaxiales. Los resultados experimentales utilizados en
la presente investigación corresponden a Pb-2wt%Sn.

�)
��
��
��
��	���������	
��
�	
��

Los cálculos del campo térmico en el presente pro-
blema de Stefan se realizaron utilizando un método de
diferencias finitas explícito para resolver la ecuación de
flujo de calor unidireccional. El calor latente del material
solidificado en la zona pastosa se calculó utilizando el
método de la entalpía [14, 15]. El calor específico y las
conductividades térmicas del sólido y el líquido se asu-
mieron que son dependientes de la temperatura y la con-
centración. Las ecuaciones no-lineales resultantes se
linearizaron empleando la aproximación de la temperatu-
ra modificada [16]. Los coeficientes de transferencia de
calor de la base y de la parte superior de la probeta se
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determinaron como una función de la temperatura por el
modelo inverso [17]. El mejor ajuste obtenido entre las
temperaturas medidas y las calculadas es de ±3°C cerca-
no a la isoterma liquidus y de ± 5°C en las otras regiones.
Esto puede apreciarse en la Figura 1 para un experimento
con aleación Pb-2wt%Sn en la que los resultados se com-
paran con los valores calculados en cinco posiciones de
la probeta.
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El modelado de la zona columnar consiste de dos
partes, una para el ancho y la otra para la longitud de las
columnas. En ambos casos el procedimiento estriba en
una correlación de cada uno de estos parámetros con las
principales variables que controlan la solidificación en
ambas dimensiones.
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En las muestras con granos columnares el ancho se
puede correlacionar con la velocidad de enfriamiento
durante el crecimiento columnar como sigue

bTa −= )(* �λ (1)

donde l es el ancho de los granos columnares, a y b son
constantes. Para la aleación Pb-2wt%Sn los valores son
a = 3.0231 y b = 1/3; �� = dT/dt es la velocidad de enfria-
miento en °C/min durante la solidificación de la colum-
na. Las curvas de temperatura y velocidad de enfriamien-
to típicas como una función del tiempo se muestran en la
Figura 2.

La velocidad de enfriamiento, cuando el frente atra-
viesa la termocupla, se grafica con el ancho dando la
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correlación que se muestra en la Figura 3, para cuatro
experiencias con aleación Pb-2wt%Sn. Es de interés no-
tar que correlaciones similares se obtuvieron para el es-
paciado dendrítico secundario en aleaciones Al-Cu yAl-
Si. [20-22]. La elección de una función no lineal se basa
en esta observación  y en el hecho de que columnas más
anchas tienden a formarse con muy bajas velocidades de
enfriamiento.
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En principio, la longitud de los granos columnares se
puede calcular directamente localizando la posición de la
transición columnar a equiaxial. Se observó que la tran-
sición no es una línea pero ocurre en una región. Se pue-
de asumir que esta región no puede ser mayor que el ta-
maño (o longitud) de la zona pastosa al momento de lo-
calizar la transición. Por lo tanto, si L

CETx y
S
CETx son las

posiciones de las isotermas liquidus y solidus, la longitud
de la zona columnar colL  estará entre estos valores como
sigue

( )S
CET

L
CET

L
CETcol xxCxL −−= (2)

donde C es un parámetro a ser determinado.
Las distancias L

CETx  y S
CETx  se pueden determinar

de las mediciones de temperatura y también de los resul-
tados del modelo. Es necesario remarcar que los experi-
mentos muestran que ambas L

CETx  y  S
CETx  son funcio-

nes no lineales del tiempo mientras que las interfases
sólida y líquida se aceleran durante la transición como
muestran las Figuras 4 y 5.

El valor de la constante C se puede obtener utilizan-
do los valores de L

CETx , S
CETx , y colL  determinados ex-

perimentalmente. El valor de la constante C calculado de
esta manera para aleaciones Pb-2%wtSn es C

Pb-2%wtSn
=

0.41±0.01.

La longitud de los granos columnares calculada con
la ecuación de arriba para cuatro experiencias se muestra
en la Figura 6. Los valores superior e inferior de las lon-
gitudes columnares corresponden a las posiciones de las
interfases líquida y sólida. La línea entre ambas corres-
ponde a los valores predichos. Además, se puede obser-
var que la longitud de las columnas se incrementa con el
aumento de la velocidad de enfriamiento en las experien-
cias 1 a 4 [18]. La correlación entre la longitud de las co-
lumnas con la velocidad de enfriamiento no puede reali-
zarse tan claramente como en el caso del ancho. Por lo
tanto, se puede concluir que velocidades de enfriamien-
to más elevadas producen cristales más largos y finos. El
mismo efecto se observa para elevadas concentraciones
del elemento aleante.
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En la presente aproximación los tres aspectos funda-
mentales que se vinculan en el modelo son: (i) el
sobreenfriamiento necesario para la nucleación y creci-
miento de los granos equiaxiales, (ii) la evolución de la
fracción de sólido y (iii) la ley de crecimiento de los gra-
nos.

El sobreenfriamiento local se define como DT(t)=T
1

y T
2
, donde T

l
 y T

i
 son la temperatura liquidus y la tem-

peratura medida instantánea, respectivamente. DT(t) está
relacionado a la fracción de sólido local f

s
(t) como

DT
max

.f
s
(t) donde DT

max
 es la mayor diferencia de tempe-

ratura entre la temperatura liquidus y la temperatura
solidus al comienzo y al final de la solidificación en el
punto. Esta relación es posible debido a la forma del
diagrama de fases Pb-Sn entre 0 y 0.74at.

La fracción de sólido se puede calcular como

3

3

4
. RNf gs π=
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donde R  es el radio promedio de los granos, y Ng es la
densidad de los granos equiaxiales. En tal caso, combi-
nando las dos ecuaciones para f

s
 se obtiene que

max

3 ..
4

3
.

T

T
RN g ∆

∆= π (3)

asumiendo que el número de granos permanece constante
después de la nucleación

3/1

3/1

max

).(
3

T
NT

R
g

∆









∆

= π
(4)
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Si se asume despreciable el radio crítico de nuclea-
ción calculado, el radio crítico de los granos se puede
considerar cero. La densidad final de los granos Ng, de
acuerdo con los resultados experimentales, varía entre
0.1 a 0.3 1/mm3 siendo más pequeños en la transición e
incrementándose con la distancia a partir de la transición.
Hay una correlación cualitativa con el gradiente de tem-
peratura, la densidad final (la recíproca del volumen de
grano) disminuye cuando el gradiente de temperatura
aumenta; además, un mayor gradiente da una mayor dis-
persión en tamaño.

Estas observaciones indican que bajos gradientes
(mayores tiempos de solidificación) tienden a dar una
distribución más uniforme y un tamaño de grano más
pequeño, que está asociado a un crecimiento más coope-
rativo de los granos que en el caso de gradientes más ele-
vados donde hay mayor competencia y donde estos gra-
nos crecen más rápido que los otros [5, 18]. En términos
generales se observa que para aleaciones Pb-2wt%Sn el
gradiente térmico y la densidad de granos están relacio-
nados con  N

g 
@ G con G en °C/mm y Ng en 1/mm3. Esto

es, a 0.1°C/mm el gradiente tiende al valor de la densidad
de granos de 0.1 1/mm3. En forma similar se observó en
otras aleaciones de acuerdo con reportes de la literatura
[13, 19].
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Se observó que la transición ocurre cuando el
gradiente de temperatura alcanza valores por debajo de
1°C/cm y la velocidad del frente líquido se incrementa a
valores por encima de 0.01 cm/s. Siguiendo estas dos
condiciones, la posición de la transición se puede ubicar
desde el comienzo de la solidificación. Utilizando cálcu-
los numéricos de los gradientes y velocidades del frente
liquidus, y aplicando las condiciones de más arriba para
la transición en aleaciones Pb-2wt%Sn, se obtienen las
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posiciones de la transición predichas para cuatro expe-
riencias como se indica en la Figura 7 y en la Tabla 1.
Como se puede observar, la mayor discrepancia es de
16%.
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Se propusieron ecuaciones constitutivas semiem-
píricas para el estudio de solidificación unidireccional de
aleaciones Pb-Sn. Estas ecuaciones se acoplan al mode-
lo térmico permitiendo la predicción de los principales
parámetros de la macroestructura del lingote tales como:
ancho y longitud columnar, posición de la transición de
estructura columnar a equiaxial y tamaño de grano
equiaxial.

El modelo térmico predice las temperaturas con una
exactitud de ± 3°C en la región cercana a la temperatura
liquidus y ± 5°C en las otras regiones.

La posición de la transición de estructura columnar a
equiaxial se predice dentro de un 16% de error.

El ancho de los granos columnares disminuye con la
inversa de la raíz cúbica de la velocidad de enfriamiento,
similar al comportamiento del espaciado dendrítico se-
cundario.
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La longitud de las columnas se puede estimar dentro
de la zona pastosa a partir de las posiciones de las
isotermas liquidus y solidus y sus velocidades obtenidas
de los cálculos de temperatura.

La densidad final de los granos se puede estimar de
los gradientes térmicos durante la solidificación. La den-
sidad final incrementa con el gradiente después de la
transición. �
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